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51. 引言 


在 第 五 章 中 ， 我 们 仅 讨 论 了 弹性 体 在 机 械 荷 载 作 用 下 产生 的 变形 
和 应 力 , 而 没有 考虑 温度 变化 所 产生 的 影响 . 其 实 , 弹性 体内 温度 的 变 
化 会 引起 附加 的 应 变 和 应 力 .在 本 章 中 ， 我 们 要 着 重 讨论 温 度 变 化 对 
弹性 体 变形 产生 的 影响 ， 即 讨论 热 弹 性 体 的 变形 及 其 内 部 温度 分 布 所 
遵从 的 规律 . 

什么 是 热 弹性 体 ? 热 弹 性 体 指 具 有 下 述 特 征 的 物体 ， 原先 处 在 
自然 状态 (内 部 既 无 变形 也 无 温度 梯度 ) 的 物体 ， 受到 机 域 荷载 及 热 环 
卉 的 作用 所 发 生 的 变形 和 温度 场 的 变化 ， 在 机 械 荷 载 和 热 环 境 撤消 后 
会 立即 消失 ， 使 物体 恢复 到 振 来 的 自然 状态 ， 渡 不 留 下 永久 变形 也 再 
无 温度 梯度 . 

要 得 出 热 弹 性 体 的 变形 和 温度 分 布 的 规律 , 即 建立 热 弹性 力学 的 数 
学 模型 一 热 弹性 力学 方程 组 , 如 同 第 五 章 对 弹性 体 已 作 过 的 那样 , 必 
须 给 出 相应 的 守恒 律 方程 组 及 本 构 关系 ,出 于 质量 守恒 定律 和 动量 守 
恒定 律 与 弹性 体 的 温度 变化 无 关 ， 所 以 第 五 章 导出 的 这 两 个 守恒 定律 
对 热 弹 性 体 仍然 成 立 ， 但 由 于 对 热 弹 性 体 的 讨论 要 考虑 温度 的 变化 ， 
热 弹 性 体 不 同 部 分 之 间 有 热 基 的 传递 ， 除 上 述 两 个 守恒 定律 外 ， 还 应 
建立 相应 的 能 量 守 恒定 律 . 此 外 ,从 热力 学 的 观点 看 , 热 的 传导 是 一 个 
不 可 逆 的 过 程 ， 仅 仅 依靠 能 量 守恒 定律 还 不 足以 判断 一 个 过 程 能 否 进 
行 ， 还 必须 建立 相应 的 炳 不 等 式 . 同时 ， 在 弹性 力学 的 本 构 关 系 中 ， 
有 关 的 量 表示 为 变形 梯度 张 基 五 的 函数 ， 而 在 热 弹性 力学 中 ， 由 于 要 
考虑 由 温度 及 温度 宰 度 引起 的 变形 及 热传导 现象 ， 在 相应 的 本 梅 关 系 
中 ， 有 关 的 量 就 应 该 同时 表示 为 变形 梯度 张 甚 、 绝 对 温度 及 温度 梯度 
的 函数 . 

在 本 章 中 ， 我 们 将 沿用 第 五 章 中 的 有 关 记 号 ， 
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$2. 能 景 守 恒定 律 和 粹 不 等 式 


2.1. 能 量 守恒 定律 

设 人 C JR 为 热 弹性 体 的 参考 构 形 ， 即 热 弹性 体 变形 前 ( 设 为 时 
刻 上 = 0) 在 空间 占据 的 区 域 ， 在 此 区 域 中 的 点 以 @ = (Zz1, za;z3) 表 
示 . 到 时 刻 t (> 0), 设 热 弹性 体 所 占 的 区 域 由 岂 变 为 2;. 这 个 变形 
由 


Y= Yt, 2) 


描述 ， 其 中 gy = (8, ,ys) € 2 

对 任意 给 定 的 区 域 Ge C 892 我 们 来 考察 Gt 中 总 能 其 的 变化 情 
况 . 对 弹性 体 而 言 ， 总 能 其 是 动能 和 应 变 能 之 和 . 而 对 热 弹性 体 ， 由 于 
要 考察 由 于 兆 度 变化 引起 的 不 同 部 分 之 间 热 直 的 传递 ， 应 以 内 能 代替 
应 变 能 这样， Gt 中 的 总 能 量 应 为 总 动能 与 总 内 能 之 和 ， 当然 ,这 里 
的 内 能 既 包 括 热 力学 内 能 也 包含 应 变 能 . 


Gt 中 的 总 动能 为 1 
二 2 
人 5oepdaw 


其 中 p 为 物体 的 质量 密度 ， Y 为 速度 向 量 ， 又 设 热 弹性 体 单位 质量 的 
内 能 为 e, 则 Gt 中 总 内 能 为 


/ pedy. 
Ge 


由 能 量 守 恒定 律 ，G4 中 总 能 量 的 变化 率 应 等 于 单位 时 间 内 Gs 中 
体积 力 和 Gz 的 边界 5S; 上 的 应 力 所 作 的 功 、 Gs 中 热源 产生 的 热量 以 
及 由 St 流入 G 中 的 热量 这 四 部 分 之 和 . 

设 体积 力 密度 ， 即 单位 质量 的 体积 力 为 6 = (Bb, bo, bs), 则 单位 时 
闻 内 体积 力作 的 功 为 

人 pb vdy. 


此 外 ， 24 中 Gs 以 外 的 部 分 作用 在 Gi 的 边界 3 上 的 应 力 为 Ty, 其 
中 工 为 柯 西 应 力 张 基 ( 见 第 五 党 $3.5), 而 z 为 5; 上 的 单位 外 法 线 向 


82. 能 量 守恒 定律 和 炳 不 等 式 3 


其 . 这 样 ， 单 位 时 间 内 .9 上 应 力作 的 功 为 
人 (TW) .vdS: 
Se 
设 热 弹性 体 的 热源 密度 ， 即 单位 时 间 内 单位 质量 所 产生 的 热量 为 
7 则 单位 时 间 内 Gi 中 热源 产生 的 热量 为 
/ pydy. 
Gr: 


另 设 4 = (gi, ,43)” 为 热流 密度 向 量 ， 它 的 方向 为 热流 即 热传导 的 
方向 ， 而 它 的 模 长 则 表示 单位 时 间 内 通过 垂直 地 热流 方向 的 单位 面积 
的 热量 . 这 祥 ， 对 St 上 的 任意 面积 微 元 dSt, 单位 时 间 内 沿 法 向 量 
的 方向 流 过 dSs 的 热量 由 


9 .vdSt 
给 出 ， 因 此 ， 单 位 时 间 内 通过 5; 流入 G4 的 热量 为 
-/ gvdS:. 
Se 
综合 以 上 庄 式 ， 由 能 量 守恒 定律 就 得 到 
drfr1l 
(hPav + ,peny) 
= hmvase + {pb- vay 
+ hmay~ fa-vds. {2.1) 
利用 第 五 举 引 理 3.1, 有 
a /lo fd fl 
再 上 (em +pe) Y= /7 (a + 他 


0 8 0 
Ov’ Do Oys 


d /1 ， 
有 二 (ap+ej 电 
国 hm .vast f ob-vay 


+ hmay— fa-vas. (2.2) 


d 8 
# 中 吾 = 训 To wow 人 


) 于 是 ， (2.1) 
式 可 改写 为 
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这 就 是 在 空间 描述 下 ( 见 第 五 章 81) 能 基 守 恒定 律 的 积分 形式 、 

为 了 得 到 (2.2) 的 微分 形式 ， 和 第 五 章 中 类 似 ， 要 将 其 右 端 的 曲 
面积 分 化 为 该 曲面 所 围 区 域 中 的 体积 分 ， 设 所 讨论 的 被 积 函 数 是 光滑 
的 ， 由 格林 公式 有 


人 (TW) was = 人 divy (Ty)ay, (2.3) 
人 ,VdS = 人 ,diveqdy, (2.4) 
其 中 divy 表示 关于 y = (加 Yo, ya) 的 散 度 ， 在 得 到 (2.3) 式 的 过 程 


中 ， 我 们 还 利用 了 柯 西 应 力 张 量 下 的 对 称 性 ( 见 第 五 章 定理 3.2). 
利用 (2.3) 和 (2. 和 9) 式 ,， 由 (2.2) 式 就 得 到 


d /1 
[dt 
= 人 (divy(Zo) ~ divyg 十 pv 十 py)dy. (2.5) 


因为 (2.5) 式 对 一 切 Gt C 2 均 成 立 ， 所 以 有 


dr/i 。 ， 
Pp (ap 十 9 = divv(zu -divyg 十 pv 十 PT. (2.6) 
这 就 是 在 空间 描述 下 能 其 守 恒定 律 的 微分 形式 . 
显然 有 g 
A fl 
三 (sm ) Er 
及 
、 2 Ov; 
divy(To) = divyT.v + 》 ty (2.7) 
DE Oy 


3 
其 中 为 工 的 分 量 ， 而 divy 工 = (时 为 一 向 量 ( 见 附录 一 ). 
j=1 Yi 


在 得 到 (2.7) 式 时 ， 我 们 再 一 次 利用 了 外 的 对 称 性 ， 这样， 利用 第 五 
章 得 到 的 动 基 守恒 定律 的 微分 形式 ( 见 第 五 章 (3.27) 式 ) 


do 


Pat 


divyT'— pb = 0, (2.8) 


2, 能 最 守恒 定律 和 炳 不 等 芒 5 
(2.6) 又 可 改写 为 如 下 较 简 单 的 形式 : 


de 3 Ou 
-一 一 2 di . 2.9 
PT 沁 tiy By lVyd + py {2.9) 


这 是 在 空间 描述 下 能 其 守恒 定律 微分 形式 的 另 一 种 表示 方式 . 

如 同 在 弹性 力学 中 那样 ， 在 热 弹 性 力学 中 最 常用 的 也 是 上 述 诸 方 
程 在 物质 描述 下 ( 见 第 五 章 81) 的 形式 . 设 参考 构 形 中 的 区 域 Go C 弗 
对 应 于 G+ C 他. 为 了 得 到 在 物质 描述 下 的 能 量 守恒 方程 ， 我 们 要 将 
(2.2) 式 中 在 Gs 上 关于 变量 ( 态 , ,ya) 的 体积 分 化 为 在 Go 上 关于 
变 基 《zl z2, 73) 的 体积 分 ， 并 将 在 5; 上 的 曲面 积分 化 为 在 Go 的 边 
界 So 土 的 曲面 积分 .对 于 前 者 ， 只 要 利用 通常 的 积分 变 基 代 换 ,并 注 
意 到 


0 一 po (2.10) 
人 第 有 (3.4) 式 ) 即 可 做 到 , 其 中 7 = de 中 且 FF= (f;)), 
而 = 二, 而 po 则 表示 热 弹性 体 变形 前 的 质量 密度 ( 仅 依赖 -于 z, 而 
5 例如 
d 2 
Gy 
一 d 2 
= [rE (3+) a 
d 
= /mE lo +ejdz 
日 
= 人 寺 poe + 30ol ”az (2.11) 
类 似 地 ， 有 
pb vdy = 人 poB . wdz, (2.12) 
ordy = hode. (2.13) 


现 考察 (2.2) 式 中 在 5S; 上 的 曲面 积分 的 相应 变化 .注意 到 
vdSt = J FT™ndSo, (2.14) 
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( 见 第 五 章 引 理 3.2 中 的 (3.33) 式 ), 其 中 多 二 (m,no,ns) 为 So 的 
单位 外 法 线 向 其， 并 利用 工 的 对 称 性 ,我们 有 


/mW oas = /To) -vds, 


- 人 Jo) . (F-™n)dSo 


3 
二 人 Dp PijvinydSo, 《2.15) 
So bj=1 

其 中 pi; 为 彼 奥 拉 应 力 张 量 

P= JI (2.16) 
( 见 第 五 章 {3.39) 式 ) 的 分 量 ， 类 似 地 ， 易 知 有 

人 aras = fh-ndso, (2.17) 

其 中 

h= JF!g. (2.18) 


不 难看 出 ， gq .wv 表示 单位 时 间 内 沿 方向 流 过 S; 上 单位 面积 的 热 
量 , 而 有 .mn 则 是 以 未 变形 的 ( 即 So 上 的 ) 单位 面积 来 度量 的 单位 时 
间 内 的 热流 量 . 将 (2.11) 一 (2.13), (2.15) 及 (2.17) 诸 式 代入 (2.2) 
式 , 就 得 到 


0 1 2 
大 页 (me 十 35mfol ) dz 
3 
= 有 Pd 十 人 pob .vdr 


十 人 po7dz 一 有 h.ndSso. (2.19) 


这 就 是 物质 揪 述 下 能 量 守 便 定律 的 积分 形式 . 
为 了 得 到 (2.19) 的 微分 形式 ， 在 被 积 函 数 为 光滑 的 条 件 下 ， 利 用 
格林 公式 将 其 右 端的 曲面 积分 化 为 Go 中 的 体积 分 : 


3 3 
junydSo = [ 
上 Po CO0 ec 


6 
> 王 人 sw)dz， (2.20) 
fh-ndso = 人 ,divhdz, (2.21) 


0 bj=1 


轨 2. 能 基 守 恒定 律 和 粹 不 等 式 了 


其 中 div 表示 关于 2 = (x1, XY2, 73) 的 散 度 . 将 (2.20) 与 (2.21) 式 
代入 (2.19) 式 ， 就 得 到 


大 六 (ee 十 ml 人 dz 


3 0 
= 大 全 有 oo — divh+ pob .十 m] dz， 
5 


wf=1 


(2.22) 
由 于 (2.22) 式 对 任何 给 定 的 区 域 Go C 2 均 成 立 ， 应 有 
6 1 
区 (oe 十 je 站 
3 
= >》 (pw) — divh + pob :V+ poYy. (2.23) 
j=1 Oz; 
这 就 是 在 物质 描述 下 能 量 守重 定律 的 微分 形式 . 它 是 一 个 散 度 形式 的 
守重 律 方 程 . 
利用 第 五 章 所 得 的 动量 守恒 方程 组 
Du 3 Opy 
po -EB Tb (i=1,2,3) (2.24) 


{ 见 第 五 章 (3.44) 式 ), 容易 看 出 ， (2.23) 式 又 可 写 为 如 下 较为 简单 的 
等 价 形式 : 


ee 3 Hv; 
= 7 py ~ divh + por. 2. 
Po A Ba IV po. 《2.25) 


这 是 物质 描述 下 能 量 守 记 定律 的 另 一 种 表示 方式 . 


2.2. 灶 不 等 式 

设 9 为 坑 密 度 ， 即 单位 质量 的 精 . 现 考 察 任 一 给 定 区 域 Ce C 人 2 
中 炉 的 变化 .由 热力 学 第 二 定律 ( 见 附录 二 ) 知 ， 单 位 时 间 内 Gi 中 炳 
的 增加 量 不 小 于 这 段 时 间 内 由 Gt 中 的 坑 源 供给 的 炳 与 由 Gi 的 边界 
六 流入 Gt 中 的 炳 之 和 -. 

Gi 中 的 总 灶 为 


dy. 
ce 


8 第 六 章 热 弹 性 力学 


Gt 中 的 粹 源 就 是 其 热源 ， 已 知 Gi 中 的 体积 微 元 dy = dyndy2dys 在 
单位 时 间 内 产生 的 热量 为 pYdy. 为 PYdy/0, 其 
中 9 为 微 元 dy 的 绝对 温度 ( 见 附录 二 中 的 《4) 式 ). 于 是 ， Gt 中 的 
炉 源 在 单位 时 间 内 供给 的 炉 为 


此 外 ， 已 知 在 单位 时 间 内 从 边界 面积 微 元 d9: 流入 Gi 的 热量 为 一 g 
vdSz, 所 以 流入 的 炉 为 一 q+ vdS:/8. 这 样 , 单位 时 间 内 由 Ss 流入 Gy 


的 糖 为 gy 
-ha 
综合 以 上 分 析 ， 由 热力 学 第 二 定律 得 到 
d py gv 
斑 [my> 上 本 dy 一 全 5,. {2.26) 


对 上 式 左 端 利用 第 五 章 引 理 3.1, 就 可 将 (2.26) 式 改 写 为 


/rf/ dy 一 Ld (2.27) 


这 就 是 在 空间 描述 下 坑 不 等 式 的 积分 形式 
在 被 积 函 数 为 光滑 的 条 件 下 ， 利 用 格林 公式 将 (2.27) 式 右 端 的 曲 
面积 分 化 为 在 G 中 的 体积 分 ， 就 可 将 (2.27) 式 写 为 如 下 形式 ， 


人 ry> (全 -di 人? 9)) dy. (2.28) 


由 于 (2.28) 式 对 任何 给 定 的 区 域 Gt C 人 2 均 成 立 ， 就 有 
d 
p> 多 > 人 刀 - divy (9). (2.29) 


这 就 是 在 空间 描述 下 炳 不 等 式 的 微分 形式 

为 了 得 到 物质 描述 下 的 科 不 等 式 ， 要 将 (2.27) 式 中 的 体积 分 及 曲 
面积 分 分 别 化 为 Go 上 的 体积 分 及 So 上 的 曲面 积分 . 类 似 于 对 能 量 
守重 方程 所 作 的 那样 ， 就 可 将 (2.27) 式 化 为 


On poY hn 
之 一 
/md 人 ae 人 ads, 30) 
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其 中 hh 由 (2.18) 式 定义 这 就 是 物质 描述 下 炳 不 等 式 的 积分 形式 . 
利用 赂 林 公式 将 (2.30) 式 右 端 在 So 上 的 曲面 积分 化 为 Go 上 的 
体积 分 ， (2.30) 式 又 可 改写 为 


On poy /hh 
oo -一 一 一 | | dr. 2.31 
| 6 sw ($)) 和 (231) 


由 于 (2.31) 式 对 任何 给 定 的 区 域 Go C 2 均 成 立 ， 就 有 


On poY h 
一 -一 2.32 
m0 (全 (239) 


这 就 是 物质 描述 下 热力 学 第 . -定律 的 微分 形式 一 粹 不 等 式 , 也 称 克 
劳 修 斯 - 杜 海 姆 (Clausius-Duhem) 不 等 式 . 


83. 热 弹性 力学 的 本 构 关系 


3.1、 本 构 关系 ”自由 能 

对 于 热 弹性 体 ,体积 力 密度 5b 及 热源 密度 7 是 作为 已 知 量 给 出 
的 . 但 根据 81 中 对 热 弹性 体 特性 的 描述 ， 柯 西 应 力 张 量 下 (从 而 彼 奥 
拉 应 力 张 贡 也 、 内 能 密度 e 、 热 流 密度 向 基 9 (从 而 hh) 以 及 精 密度 
7 则 应 表示 为 变形 (由 变形 梯度 张 景 本 刻画 ) 、 绝 对 温度 9 以 及 温度 


A Ce 
ra OT. 
T = HF,0,v0), {3.1) 
e = é(F0,v0), (3.2) 
g = KF,0,v0), (3.3) 
7 = XE0, V0). (3.4) 


以 上 这 些 关系 式 称 为 热 弹性 体 的 本 构 关系 或 本 构 方程 . 上 述 本 构 方 程 
中 的 函数 全 6&, 会 和 分 的 具体 形式 ， 则 完全 由 所 讨论 的 材料 确定 、 在 
本 构 方程 (3.1) 一 (3.4) 中 ， 右 端的 函数 宁 、 仓 、 华 及 放 不 明显 地 依 
藉 于 2, 这 种 材料 称 为 齐 次 的 ; 反之 则 称 为 非 齐 次 的 . 虽然 下 面 绝 大 部 
分 的 讨论 内 容 原 则 上 对 非 齐 次 的 热 弹 性 材料 仍然 成 立 ， 但 为 叙述 简单 
起 见 ， 以 下 均 假 定 所 讨论 的 材料 是 齐 次 的 . 
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在 第 五 章 讨论 弹性 力学 时 ， 本 构 关系 除了 用 应 力作 为 变形 梯度 的 
函数 来 表示 外 ， 还 可 以 利用 贮 能 函数 厂 = 和 WW( 怒 给 出 超 弹性 材料 的 
本 构 关系 ， 在 导出 热 弹 性 体 的 能 量 守 全 方程 时 ， 我 们 用 内 能 密度 e ( 实 
际 上 是 用 pe) 代替 了 贮 能 函数 厂 . 那么 ,对 热 弹性 材料 而 言 ， 是 否 可 
以 仅仅 用 给 出 内 能 密度 e 的 方式 得 到 本 构 关系 呢 ? 通过 仔细 的 考察 可 
以 发 现 , 这 种 想法 起 码 是 不 完全 的 , 事实 上 ,在 热 弹性 体 的 内 能 中 包含 
了 热能 . 热力 学 告诉 我 们 , 热能 是 不 可 能 金 部 转化 为 机 械 功 的 ; 而 只 
作 机 械 功 的 那 一 部 分 能 其 才能 使 热 弹 性 体 产生 变形 ， 由 热力 学 知 ( 见 附 
录 二 ): 在 温度 不 变 的 情况 下 ， 交 姆 埠 兹 自由 能 是 介质 作 机 袜 功 能 力 的 
一 个 量度 . 因此 ,代替 内 能 密度 e, 我 们 可 以 选取 单位 质量 的 交 姆 属 论 
自由 能 


=e 一 拉 (3.5) 

来 给 出 本 构 关系 .虽然 在 这 里 e 并 不 仅仅 表示 热力 学 内 能 ,但 由 于 应 

变 能 是 可 以 完 金 转化 为 机 械 功 的 ， 所 以 上 述 诡 姆 愉 兹 自由 能 仍 可 作为 
{ 在 温度 不 变 时 ) 介质 作 机 械 功能 力 的 一 个 量度 ， 

下 面 我 们 说 明 : 车 给 出 交 姆 土 效 自由 能 的 本 构 方 程 


妇 = 人 (FP 0, v0), (3.6) 


就 可 由 它 导出 本 构 关 系 中 关于 忆 (从 而 到 、 以 及 e 的 方程 , 


将 e = 幼 十 所 代入 能 量 守恒 方程 (2.25), 并 注意 到 二 人 及 


Oy 
所 三 Bi 可 得 


oy 00 On 
por + pons + pol ge 


3 8 有 
= Dp divh + poy. (3.7) 


bj=1 
而 将 (3.6) 式 关于 芋 求 导 ， 则 有 
2 区 WV 680 


CE 
40 妆 ( 呼 ) 
生 A( 芒 )t Ork . 


83. 热 弹 性 力学 的 本 构 关系 了 
如 


从 (3.7) 与 (3.8) 两 式 中 消去 到 得 到 
3 Of OwY\ 8 
bP (ns Pdf 2 -mat 区) 可 
3 By 20 On , 
-和 5 名 (是 )+m (-) 一 div 天 =0. 
9) 
_ 切 8 玖 用 日 (08 二 记 县 
(3.9) 式 对 一 切 可 豆 及 喜 ( 羡 ) 均 应 成 立 ， 故 相应 的 系数 
均 应 为 零 ， 这样, 便 有 
Ow 
Piy = mF (3.10) 
27 
OF ， 
7 一， {3.11) 
Ov 
-一 .12 
9( 巧 0 (3 1 ) 
及 
po @ 一 2) -divh =0. (3.13) 


(3.10) 和 (3.11) 式 就 是 由 自由 能 函数 东 给 出 的 关于 第 奥 拉 应 力 张 基 
也 和 炉 密 度 9 的 本 构 方程 ， 从 而 ， e 的 本 构 方 程 可 由 e = 纱 十 所 
及 (3.6) 与 (3.11) 式 得 出 而 (3.12) 式 说 明 自由 能 函数 作 与 海 度 梯 
度 V9 无关, 即 力 只 是 下 和 9 的 函数 ， 这样， 化 奥 拉 应 力 张 量 忆 和 
峭 密 度 7 及 内 能 密度 e 也 与 温度 梯度 V9 无 关 ， 而 只 依赖 于 盏 与 4 
(3.13) 式 是 扒 述 热传导 现象 的 方程 ， 它 实际 上 是 能 量 守恒 方程 的 另 一 
种 形式 ， 

由 以 上 的 讨论 可 见 ， 在 热 弹 性 体 的 本 构 关系 中 ， 只 要 给 出 关于 自 
由 能 办 和 热流 密度 向 量 4 的 本 构 方程 就 够 了 ,此 外 , 关于 自由 能 由 的 
本 构 方程 必 具 有 以 下 形式 : 


= 人 EO). (3.14) 
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当然 , 热 弹性 力学 的 本 构 关系 也 应 满足 客观 性 假设 ( 见 第 五 章 84). 
交 姆 改 兹 自由 能 多 是 标 基 ， 与 贮 能 苯 数 帮 一 样 ， 其 客观 性 假设 具有 
如 下 的 形式 : _ 

PQF 0) = YF,0) (3.15) 
对 任意 给 定 的 正 交 阵 @ 成 立 (参见 第 五 章 (4.19) 式 ), 关于 热流 密度 
向 量 9 的 本 构 关系 (3.3) 式 的 客观 性 假设 ， 此 处 从 略 ， 
利用 极 分 解 定理 ( 见 第 五 章 引 理 2.1), 于 可 以 表示 为 FF = RU 
的 形式 ， 其 中 如 为 正 交 阵 ， 而 UU 为 对 称 正 定 阵 . 在 (3.15) 式 中 取 
驴 = R", 即 有 


HF 0) = BU,0) = BC, 0), (3.16) 


其 中 C = FF?F = U2 为 右 柯 西 ”格林 应 变 张 基 , 而 六 (C,9) = 
位 (CC 二 全 .这 说 明 ， 亥 姆 直 兹 自由 能 沙 实际 上 只 是 右 柯 西 - 格林 应 变 
张 量 C 与 绝对 温度 9 的 函数 . 利用 (3.10) 及 (3.16) 式 不 难 直接 验 
证 ， 彼 奥 拉 应 力 张 量 也 可 表示 为 如 下 形式 


P= FHC.0), (3.17) 
其 中 五 为 一 个 只 依赖 于 C 与 9 的 二 阶 张 量 函数 。 (3.17) 式 也 可 以 
像 第 五 章 中 的 (4.15) 式 那样 ， 由 柯 西 应 力 张 量 全 的 表达 式 得 到 
此 外 ， 若 交 姆 替 兹 自由 能 和 热流 密度 向 量 的 本 构 关系 (3.14) 及 
(3.3) 式 满足 
PFQ,0) = BF,0), (3.18) 
HFQ,0, QV0) = HF,0,VO), {3.19) 
其 中 @ 为 任意 给 定 的 正 交 阵 ， 则 称 热 弹性 材料 为 各 向 同性 的 ， 耕 则 
称 为 各 向 异性 的 


3.2. 热传导 的 方向 性 
下 面 我 们 利用 炳 不 等 式 (2.32) 讨论 热传导 的 方向 性 . 
由 (3.13) 式 , 炳 不 等 式 (2.32) 可 改写 为 


divh — bdiv 全 <0. (3.20) 
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注意 到 div 人 = jdivh +h.y 全 及 了 了 (3) = -让 v0 上 起 
给 出 


h. VO<0. (3.21) 


这 是 炉 不 等 式 的 另 … 种 表示 方式 、 它 刻画 出 热力 学 第 二 定律 对 热传导 
方向 的 限制 : 热流 方向 与 温度 梯度 负 向 的 夹 角 不 超过 7/2. 这 与 直观 上 
的 热传导 现象 是 一 致 的 : 热 基 总 是 由 湿 雇 高 的 地 方 流向 温度 低 的 地 方 . 
事实 上 ， 热 弹性 体 中 真正 的 热流 方向 是 g, 而 V9 则 是 热 弹性 体 在 变 
形 后 的 温度 梯度 . 但 由 及 的 定义 (2.18) 式 ， 并 注意 到 VD = (V0) 下 
及 了 了 > 0, 易 知 (3.21) 式 与 下 式 等 价 ， 


g.Vvbs0. {3.22) 


这 个 不 等 式 亦 可 由 在 空间 描述 下 的 能 其 守恒 方程 (2.9) 和 粹 不 等 式 
{2.29) 导出 (见习 题 2). 
此 外 ， 由 妈 的 定义 (2.18) 式 及 9 的 本 构 方程 (3.3) 式 , 可 设 


h =h(F,0,v0). (3.23) 
这 样 ， 由 (3.21) 式 还 可 得 到 
h(E0,0)=0 (3.24) 
对 任意 给 定 的 至 及 均 成 立 .事实 上 ， 对 任意 给 定 的 实数 入 , 记 


(ON = h(E 0,AVO). V0. 


由 (3.21) 式 有 
AfOsSO0, VER. (3.25) 


这 说 明 ， f(A) 在 入 二 0 处 变 号 ， 从 而 f(0) = 0, 即 
Rh(F,0,0). v0 = 0. 


由 于 上 式 对 任意 给 定 的 V9 均 应 成 立 ， 就 得 到 (3.24) 式 . 
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3.3. 线性 热 弹 性 
” 设 参考 构 形 在 某 一 个 常数 温度 9 二 如 (> 0) 时 处 于 自然 状态 ， 即 
成 立 
HL) = 0， (3.26) 


其 中 他 为 (3.1) 式 右 端 的 张 量 函数 ， 现 考察 热 弹性 体 在 自然 状态 附近 
的 微小 变形 和 微小 温度 变化 ， 下 面 恒 假 定 


3 
[Ya # (EE 
j= 
其 中 以 二 Y 一 ZT, 而 曲 =6-. 
由 (3.26) 式 及 (2.16) 式 ， 有 
R100) = 0， (3.28) 


这 里 五 为 (3.17) 式 右 端的 张 量 函 数 . 将 互 C,0) 在 C= 了 及 0=b 
的 附近 展开 ， 并 注意 到 (3.27) 一 (3.28) 式 ， 就 得 到 


2 
Ou 


t 局 
万 ， | 元 | :|Yose &€ 1, 3.27 
1 | Ory 加 |Yelse (3.27) 


FC,0) = 34(C -D) -6G + Oe?), (3.29) 


其 中 委 二 (ijk) 及 G = (gi) 分 别 为 四 阶 及 二 阶 张 基 ， 其 分 量 为 
Oy 


一 2 
Qi Boulc: gor (3.30) 
6=00 
OB;y 
外 一 一 页 or (3.31) 
0 


其 中 Bij 及 cl 分 别 是 五 及 上 的 分 量 ; 而 4(C 一 了) 则 表示 分 量 为 
> intl Ci 一 Ski) 
天 .一 


的 二 阶 张 量 , 已 知 了 = 了 + Yu, 57 T=2E+(Vu)'vu, 其 中 巨 
为 无 穷 小 应 变 张 适 ， 其 分 基 oo 一 3 让 (到 + 总 ) ( 见 第 五 章 82.3). 
出 (3.17) 与 (3.29) 式 ， 并 注意 到 (3.27) 式 , 易 得 


P= AE— OG + O(e’). (3.32) 
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将 粹 密度 的 本 构 方程 (3.4) 式 的 右 端 函数 育 ( 由 (3.11) 及 (3.14) 
式 ， 分 不 依赖 于 V9) 在 下 = 了 及 9 = 的 附近 展开 ， 有 
7 = MHL)+ie(T, mh) (FPF-D 
+iip(T, 00) 8 + Ole?), (3.33) 


-时 
其 中 fs 一 {总} 


和 (下 0) (F—D= 守 剖 人 Go){ fis — 565). {3.34) 


j= 10 
下 面 为 简单 起 匈 ， 并 不 失 一 般 性 ， 取 
f(T, to) = 0. {3.35) 


热流 密度 向 其 hh 的 本 构 方 程 的 有 端 ( 见 《2.18) 与 (3.3) 式 ) 依赖 
于 瑟 8 及 V0, 将 其 在 下 = 了 90 = 06 及 V6 二 0 的 附近 展开 ,并 注 
意 到 (3.24) 式 ， 就 有 


h=—-KV0+ O(e’), (3.36) 


其 中 外 = (i) 为 一 个 二 阶 常 张 基 . 
由 (3.10) 与 (3.11) 式 , 有 


和 = 一 及 = 了 而 (3.37) 


其 中 rp 二 ( 癌 ) 而 它 则 为 第 员 拉 应 力 张 量 忆 的 本 构 方程 的 右 端 
好 


函数 ， 也 一 所 9). 将 已 的 表达 式 (3.32) 代入 (3.37) 式 ， 然 后 令 
下 = 了 及 0 = 9, 即 得 


1 
fip(L, 0) = ~—G. (3.38) 
po 


此 外 ， 由 (3.11) 式 及 纱 的 定义 (3.5) 式 ， 有 
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因此 
和 = jg (3.39) 
将 (3.35) 、 (3.38) 及 (3.39) 式 代入 (3.33) 式 ， 就 得 到 
j= LG.(F-D+ L800 +O(e’). (3.40) 
po 如 
在 (3.32) 、(3.40) 及 (3.36) 诸 式 中 , 忽略 逢 高 阶 项 即 线 性 化 后 ， 
我 们 得 到 


3 
pi = Daymen — 930 (j= 1,2,3), {3.41) 
Rll 


7 = pe jE + 0 (3.42) 


De ， 
m= Dg (= 12,3), (3.43) 
其 中 心 = wo(L, 入 ). 如 同 纯 弹 性 的 情况 那样 ; 四 阶 张 量 A = (asjn) 
具有 以 下 的 对 下 性 ， 
jkl 一 A 一 00 天 一 Ayikt (3.44) 


( 见 第 五 章 (4.59) 式 ). 由 于 在 线性 化 后 忆 与 全 相同 ， 从 而 亦 具 有 对 
称 性 ， 出 现在 (3.41) 式 右 端的 二 阶 张 量 G = (giy) 也 是 对 称 的 ， 


9 = gi (j= 1,2,3). (3.45) 
此 外 ， 通 常 在 物理 上 又 可 以 假定 
ol, 00) > 0, (3.46) 


因此 Qa > 0. 

(3.41) 、 (3.42) 及 (3.43) 式 就 是 线性 热 弹性 力学 的 本 构 关系 . 
(3.43) 式 是 关于 热传导 的 傅 里 叶 实验 定律 的 更 一 般 的 形式 , 其 中 K 二 
(Kiz) 称 热传导 张 量 或 热传导 矩阵 . 
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由 热力 学 第 一 定律 可 导出 对 热传导 张 基 下 的 限制 条 件 . 将 (3.43) 
代入 (3.21) 式 , 就 有 


5 000 
二 0 (3.47) 
这 说 明 热传导 短 阵 下 是 半 正 定 的 ， 即 下 十 及 7 是 半 正 定 对 称 和 矩阵 ， 
对 等 温 的 人 情况， 昌 三 0, 线性 热 弹性 即 化 为 依赖 于 常温 度 参 数 如 
的 纯 弹 性 问题 ， 此 时 ， 本 构 方程 (3.41) 就 化 为 广义 胡 克 定律 { 见 第 五 
章 (4.58) 式 ): 


3 
pi = > QijkLERL. (3.48) 
l=1 


因此 ,车 材 料 是 各 向 同性 的 ， 本 构 方程 (3.41) 右 端的 第 一 项 应 具有 如 
下 形式 : 


3 
> onem = A(en+ ez €33)6i; 十 20eij 
kl=1 

{i,7 = 1,2,3), (3.49) 


其 中 入 及 jp 为 拉 梅 常数 ( 见 第 五 章 (4.60) 式 ). 
对 全 约束 ( 即 eg 三 0, 27 = 1,2,3) 的 情况 ,本 构 方程 (3.41) 化 


为 
Piy= "930 (bj=1,2,3). {3.50) 


因此 ， 对 各 向 间 性 材料 ， G = (gij) 应 是 各 向 同性 的 二 阶 张 量 , 由 各 
向 癌 性 二 阶 张 量 的 一 般 形 式 ( 见 附录 一 ), 有 


95 = By (bj = 1,2,3), (3.51) 
其 中 0 为 一 标 是 ， 
此 外 ， 对 各 向 同性 材料 ， 热 传导 张 量 下 = (kj) 也 应 是 各 向 问 性 
的 二 阶 张 量 ， 从 而 应 具有 以 下 形式 : 
Ki = ky (j= 1,2,3), (3.52) 


其 中 必 > 0 为 一 标 其 . 
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综合 (3.49) 、 (3.51) 及 (3.52) 诸 式 ， 对 各 向 同性 材料 ， 线 性 热 
弹性 力学 的 本 构 方程 (3.41) 、 (3.42) 及 (3.43) 应 具有 以 下 形式 : 


Di = A(ell 十 eaz + e33)6;; + 2puei; ~ POGbiy 


(i,j = 1,2,3) {3.53) 
或 
1 入 
6i 二 BP 一 TT + p22 + pss)6i; + a Oi; 
(j=1,2,3), (3.54) 
人 a 
7 = 一 (el 十 ez 十 eaz) 十 一 @ (3.55) 
Po Po 
和 
= kh (i = 1,2,3) (3.56) 
" Br 1 . 


其 中 a = 5X 二 2”(3.56) 式 就 是 通 党 关于 热传导 的 健 里 叶 实 验 定 
律 . 

由 (3.54) 式 可 见 ，a 表示 在 应 力 不 变 的 情况 下 , 温度 升 高 1 度 所 
引起 的 正 应 变 的 增 量 ， 称 其 为 线 脱 胀 系数 . 绝 大 部 分 训 弹 性 材料 是 热 
胀 淮 缩 的 (但 也 有 例外 ， 例 如 橡胶 ); 对 这 类 材料 ， 线 脱 腾 系数 是 正 的 ， 


即 a > 0. 由 第 五 章 $4, 拉 梅 常数 及 /应 满足 = 和 + > 0. 
因此 , 在 a > 0 时 , 出 现在 (3.53) 式 右 端的 8 也 是 正常 数 ，f6 > 0. 


8§4. 热 弹性 动力 学 方程 组 及 其 数学 结构 


4.1. 线性 热 弹性 动力 学 方程 组 
将 线性 热 弹性 力学 的 本 构 方程 (3.41) 代入 动量 守 便 方程 组 (2.24)， 
并 利用 (3.44) 式 ， 我 们 得 到 


3 a0 . 
-D953 tpob (i=1,2,3). (41) 
5 
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将 本 构 方 程 (3.42) 及 (3.43) 代入 能 量 守恒 方程 (3.13), 有 


090 忆 0 3 Om 
-一 一 一 一 一 一 一 . 4.2 
0 二 hy Br 1 0 2 9 Bea poy (4.2) 
这 仍 是 一 个 非 线性 方程 ,忽略 掉 其 中 的 高 阶 小 量 ， 即 以 所 代替 出 现在 
方程 左 端 第 一 及 第 三 项 中 的 9, 即 得 到 如 下 的 线性 方程: 
00 626 3 pw 
ob 一 元 Wn + 53 = p07-. (4.3) 
方程 组 (4.1) 及 (4.3) 就 构成 线性 热 弹性 动力 学 方程 组 . 它 是 一 个 
含有 四 个 未 知 函 数 (Wi, m2, Us, 日 ) 的 封闭 的 二 阶 线性 偏 微 分 方程 组 . 
这 里 还 需 说 明 的 是 ， 在 上 节 推 得 线性 热 弹性 力学 的 本 构 关系 (3.41) 一 
{3.43) 的 过 程 中 , 只 假定 了 |Vu|, |6| 及 |Vb| 是 小 量 ( 见 (3.27) 式 ); 


但 在 讨论 动力 学 问题 , 导出 方程 (4.3) 时 , 我 们 实际 上 还 假定 了 "名 


与 芭 也 是 小 量 . 


下 面 讨论 这 个 方程 组 的 数学 结构 ， 假定 弹性 张 基 入 = (aijw) 满 
足 强 狂 图 性 条 件 ( 见 第 五 章 定义 5.1), 即 存在 常数 a > 0 使 


3 
2 oyutitenm2alth In, Vvé,n em. (4.4) 
bk l=l 
这 样 , 方程 组 (4.1) 关于 未 知 函 数 & == (Wi, tz, 3) 为 双 曲 型 .对 出 现 
在 方程 (4.3) 中 的 热传导 矩阵 下 = (kij), 我 们 还 假设 它 是 正定 的 ， 即 
存在 常数 天 > 0 使 


3 
D2 EGR ve BR (4:5) 
?3 一 


这 一 要 求 较 上 节 得 到 的 半 正 定性 ( 见 (3.47) 式 ) 略 强 ， 但 对 许多 常见 
的 热 弹性 材料 的 传 热 过 程 ， 这 个 假设 还 是 合理 的 . 在 (4.5) 式 满足 的 条 
件 下 ,方程 (4.3) 关于 未 知 函数 日 为 抛物 型 . 

方程 组 (4.1) 关于 未 知 函 数 (ta ,aa, us) 为 双 曲 型 ， 而 方程 (4.3) 
关于 未 知 函数 日 为 抛物 型 , 由 它们 组 成 的 方程 组 (4.1) 及 (4.3) 为 二 
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阶 线性 双 曲 - 抛物 碍 合 方程 组 . 双 曲 -- 撮 物 耦合 方程 组 ， 我 们 在 第 一 
章 讨 论 粘性 热传导 流体 动力 学 方程 组 时 已 经 碰 到 过 ， 但 那 时 的 双 曲 组 
是 一 阶 对 称 双 曲 组 ， 而 不 是 这 儿 的 二 阶 双 曲 组 ， 现 在 这 种 双 上 胆 ” 拖 物 
艳 合 方程 组 的 定 解 条 件 ， 可 对 未 知 函 数 4 = (t,t2, ts) 与 日 分 别 按 
: 阶 驱 曲 型 方程 组 与 - 阶 抛 物 型 方程 的 要 求 给 出 . 
线性 热 弹性 动力 学 方程 组 (4.1) 及 (4.3) 的 定 解 问题 也 可 分 初 什 
问题 ( 柯 西 问题 ) 与 混合 初 - 边 值 问题 两 大 类 . 其 提 法 分 别 如 下 : 
初 值 问题 ”在 ! > 0, x € 下 3 中 求 方程 组 (4.1) 及 (4.3) 的 解 羽 

与 晶 , 使 其 在 十 = 0 时 满足 初始 条 件 


zt(0,z) = to(m)， 
0,2) = wl!(%), (4.6) 


I 


6(0,z) = 6"(z), 
其 中 wo(zj, ul(ze) 与 Bo(z) 为 给 定 的 函数 ， 
混合 初 一 边 值 问题 “ 设 人 2 为 IR? 中 的 一 个 区 域 ,在 上 > 0,m E00 
中 求 方程 组 (4.1) 及 (和 4.3) 的 解 以 与 @, 使 其 在 二 0 时 满足 形 如 
(4.6) 的 初始 条 件 ， 并 在 2 的 边界 642 上 满足 如 下 的 边界 条 件 ， 
un=d, Pnlr=o, (4.7) 
Ols=f, h.nls,=9, (4.8) 


其 中 UBB= 人 US=00 有 NNDB-$NS=$ PRh 
分 别 由 (3.41) 及 (3.43) 式 给 出 , 而 d， o,f 及 g 均 为 已 给 函数 . 

边界 条 件 (4.7) 表示 在 边界 89 的 一 部 分 用 上 给 定 热 弹 性 休 的 位 
移 ， 而 在 另 一 部 分 12 上 给 定 应 力 (已 或 性 可 以 是 空 集 ， 这 时 (4.7) 
就 只 给 一 组 边界 条 件 ). 边界 条 件 (4.8) 则 表示 在 边界 88 的 一 部 分 Sl 
上 给 定 热 弹性 体 的 温度 ,而 在 另 一 部 分 5 上 给 定 热 流 基 (51 或 52 也 
可 以 是 空 集 ). 

对 上 述 线性 热 弹性 动力 学 方程 组 定 解 回 题解 的 存在 唯一 性 问题 ， 
处 理 起 来 并 没有 大 的 困难 . 例如 ， 解 的 存在 性 可 以 用 算 子 半 群 的 方法 
处 理 . 但 关于 这 些 问题 的 解 在 圭一 十 oo 时 的 渐 近 性 态 ， 至 今 仍 是 一 个 
引起 人 们 兴趣 的 问题 . 

热 的 传导 具有 一 种 耗 散 机 制 ， 在 热 弹性 力学 中 ， 由 于 考虑 了 热 效 
应 ,其 定 解 问题 的 解 应 具有 某 种 耗 散 性 质 . 
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为 简单 计 ， 设 玉 三 0, 三 0, 并 以 如 下 的 齐 次 边界 条 件 
ulan=0, Olen=0 (4.9) 


为 例 ， 对 方程 组 (4.1) 及 (4.3) 的 解 在 t+ 一 十 oo 时 的 浙 近 性 态 作 一 个 
粗略 的 考察 . 


日 
乘 方程 (4.1) 的 两 端 ， 且 对 i 从 1 到 3 求 和 ， 再 以 页 磁 


方程 (4.3) 的 两 端 ， 并 将 所 得 的 结果 相 加 后 在 人 上 积分 ， 利用 本 人 
式 和 边界 条 件 (4.9), 就 可 得 到 


dri Bul 3 Ous Oux 2 
Eh 2 a 和 2 OD 5 TE + J or 
09808) 
一 -h 人 国 ha, Bj (4.10) 


二 是 ， 若 热传导 矩阵 下 是 正定 的 ， 即 条 件 (4.5) 满足 ， 就 有 


+ 器 弘 +o01 dz 


dikl=1 VM Bz; Or 
~ 2 
< 人 |vej2az. (4.11) 
若 弹 性 张 量 内 = (aijkr) 还 满足 稳定 性 条 件 ， 即 存在 正常 数 6, 使 得 
3 
Dy aynesen2>dl El (4.12) 
dk d=1 
对 一 切 二 阶 对 称 阵 召 = (eiy) 成 立 ( 见 第 五 章 定 义 5.2), 则 由 柯 恩 不 等 
式 ( 见 第 五 章 定理 6.1) 就 有 


3 
[AD (iyklEay Exrdr 
ikl 


> dC (hie 十 p> 


1 


Bus)? 
Or; 


】 (4.13) 
L2(0) 
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3 Oui Ouyp 3 
jk 一 太 一 一 OigklEij Ek (4.14) 
J I Ory Oz: i 
就 可 知 积分 
Ou 2 3 is Ou 
SEO Lag? 
L(t) = [3 3 C + on + 90" | ds 


是 正定 的 , 通常 称 其 为 能 量 积分 . (4.11) 式 说 明 : 随 着 时 间 t 的 增加 
能 量 积分 L(t) 是 衰减 的 ， 对 能 基 积 分 的 窒 减 特性 有 许多 更 深入 的 工 
作 . 例如 在 一 维 情况 ,可 以 证 明 : 能 量 积分 在 上 一 十 oo 时 衰减 到 零 ( 见 
[多 ), 进而 还 可 以 证 明 其 指数 衰减 性 . 
6 Or 
还 要 指出 ， 可 (4) 中 和 的 系数 与 程 (4 中 的 


Tj 
系数 均 为 95 ( 仅 相差 一 个 常数 因子 60)， 这 为 这 两 个 方程 狼 全 的 有 效 
性 提供 了 一 个 保证 . 


4.2、 非 线性 热 弹 性 动力 学 方程 组 
将 本 构 方 各 _ 
P= PE0) = (By(F0)) (4.15) 


代入 动量 守恒 方程 (2.24), 并 注意 到 所 二 ( 户 ), 而 方 = 下 ， 就 有 
3 


Oy 


3 
2 
PR = oon(Vy 0 
hk l= 


zj 


(i=1,2,3), (416) 


其 中 
Qn( VY, 0) = Bp (4.17) 


gi(VY, 0) = (4.18) 
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将 本 构 方 程 
n= 有 HF0), h=h(F,0,v0) (4.19) 
代入 能 其 守恒 方程 (3.13), 并 注意 到 由 (3.10) 一 (3.11) 及 (4.18) 式 有 
OP py 


PB = pap = = 9 (4.20) 
就 得 到 
8 忆 20 
be(Vy, 0) Br — Yo ky(Vy, 0, VO) FF 
poBc( Vy, 外 沁 s(VY, 0, VO) 了 
kijk( VY, 0, VB 
-和 i Ee er 
3 -9 
i 
gsi(Vy, 
gy( VY,0 ) BB 
D0 
ki(Vy,0, VO) om， (4.21) 
i=1 
其 中 
(Vy,0) = 从 0 (4.22) 
， 荔 . 
及 
Oh; Rs 51 
kijk = — ， ki = = a, ki = ——. . 
3 Bx i Ce En (4.23) 


{4.22) 式 实际 上 是 一 个 假定 .注意 到 (3.39) 式 ， (4.22) 式 等 价 于 
6 > 0. 在 物理 上 总 假定 这 一 条 件 成 立 { 见 (3.46) 式 ). 

(4.16) 及 (4.21) 就 构成 了 非 线性 热 弹 性 动力 学 方程 组 ， 其 中 , 由 
(4.17) 一 (4.18) 定义 的 aijm 与 95 通称 为 弹性 率 , 而 由 (4.23) 式 定 
文 的 kiyk, kiy 及 Ki 则 称 为 热传导 率 . 

我 们 也 称 和 4 二 (Qijkr(Vy, 9)) 为 弹性 张 量 . 由 (4.17) 式 及 (3.10) 
式 ， 易 见 张 景 本 具有 以 下 的 对 称 性 ， 


ijkt = QU (4.24) 
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此 外 ， 我 们 还 假定 张 直 难 满足 强 椭圆 性 条 件 ( 见 第 五 章 定义 5.3), 即 
成 立 


3 


> om(F, Ot > 0, 
oPk ,l=1 


vyFe R33, det F> 0,0> 0,¢€,n€ R’\{0}. (4.25) 


下 面 考察 热传导 张 基 五 二 (hi;) 应 满足 的 条 件 .注意 到 (3.24) 
式 ， 由 不 等 式 (3.21) 易 知 有 


00 
Bri 
8 80 


= [pe BRI FT VO) Es Badr 


h.v0 = ee V0) -hi(F0,0) 


-/ 入 kiy( FO, rv0dr < (4.26) 


fl 


据 此 ， 我 们 可 以 假定 张 量 有 K = (kiy) 是 正定 的 ， 即 成 立 


3 
2 Ko(F 0, VO)5é; > 0， 
一 1 
VF e RY*3,det F> 0,0 > 0,v0 € R’,é € R3\{0}. 
(4.27) 


在 强 椭圆 性 条 件 (4.25) 成 立 的 假定 下 , 方程 组 (4.16) 关于 未 知 函 
数 久 二 ( 阴 ,92,y8) 是 一 个 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 组 ; 而 在 假设 (4.27) 
成 立时 , 方程 (4.21) 关于 未 知 应 数 9 是 一 个 二 阶 拟 线性 抛物 型 方程 
这 样 ， 非 线性 热 弹性 动力 学 方程 组 (4.16) 及 (4.21) 是 一 个 二 阶 拟 线 
性 双 此 一 抛物 兢 合 方程 组 .这 个 方程 组 的 定 解 问题 的 所 法 与 线性 情况 
{ 见 轩 .D) 类 似 ,不 再 复述 ， 至 于 这 些 定 解 问题 的 特点 及 有 关 的 研究 情 
况 ， 在 下 节 讨论 加 速度 波 时 再 予 说 明 . 

在 许多 情况 下 , 尤其 是 在 研究 间断 解 时 , 宜 王将 方程 组 写 为 守恒 律 
的 形式 ,为 此 目的 代替 (3.13) 式 ， 我 们 用 守恒 律 形式 的 方程 (2.23) 
来 表示 能 其 守恒 定律 而 对 动量 守恒 方程 组 (2.24), 可 通过 引进 新 的 未 
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知 函数 


Oy Oy 
市 一 和 (57 = 1,2,3), = 可 


(i=1,2,3), (4.28) 


将 其 写 为 一 个 守恒 律 形式 的 一 阶 偏 微分 方程 组 ， 这样 ， 非 线性 热 弹 性 
动力 学 方程 组 就 可 以 写 为 如 下 守恒 律 形 式 的 方程 组 : 


Dj Bu ， 

2 = 1,2,3), .2 
就 到 0 (=1 2,3)， (4.29) 
2 Op 

于 (00%) = Ber + Pb (k=,23), (4.30) 


0 1 2 pr ， 
款 (me+ 了 po ) = div(CPro) — divh 
+pob :b+ po07. (4.31) 


前 两 个 方程 组 (4.29) 及 (4.30) 关于 未 知 函 数 (有 11, 有 12,………， fg, 1, v9， 
v3) 是 一 个 一 阶 拟 线性 ( 非 严格 、 非 对 称 ) 双 曲 型 方程 组 ( 见 第 五 音 85.3)， 
而 (4.31) ( 它 等 价 于 (3.13) 式 ) 则 本 质 上 是 一 个 拟 线性 抛物 型 方程 . 
因此 ， (4.29) 一 (4.31) 仍 是 一 个 拟 线性 双 曲 ”抛物 看 合 方程 组 . 


4.3. 一 维 非 线性 热 弹性 动力 学 方程 组 

现在 ,我 们 讨论 两 类 -- 维 非 线性 热 弹 性 动力 学 问题 . 
1°%， 热 漳 性 杆 的 纯 轴 向 变形 
假定 热 弹性 杆 的 变形 为 


=r 1) =f Y= Zs. (4.32) 


又 候 定 在 同一 时 刻 ， 杆 的 任 一 模 截 面 上 各 点 的 温度 均 相 同 ， 即 温度 分 
布 只 依赖 于 诗 及 Z1: 


0 = 0(t, 1). (4.33) 
对 这 种 变形 ， 有 
i+ 是 0 0 
一 0 10|: (4.34) 
0 01 
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于 是 ,由 热 弹 性 力学 的 本 构 关系 , 彼 奥 拉 应 力 张 景 及 向 量 hh 的 分 其 
最 终 也 只 是 及 zi 的 函数 ， 并 分 别 记 为 piifuaig) 及 hi(ts,0, gc) 
这 样 ， 动 其 守信 方程 组 (2.24) 或 (4.16) 的 第 一 个 方程 就 化 为 


Fu 8 
pos = Bir Pula 0)) + pob1 (4.35) 
或 
Pu Pu 60 
nA = Cn (un, 0) 一 ule EE +pob, (436) 
其 中 
pu (ue 0 Opu (wri 0 
Qn = Pe ), 1 三 一 ut + ). (4.37) 
类 似 地 ， 能 基 守 人 恒 方 程 (2.23) 或 (4.21) 可 化 为 
0 1 > [6 Ou 
如 (me+ ao) 一 5 (eco 人 8) 
十 5 和 (tr 四 go ) = pobrue + pay (4.38) 
Tl 
或 
DO O20 Pu 
Pobc(uns, 0)B — ki (We, 0, 0 ) Ey ~ k(tz, 0, 0) 
Ou O09 
日 -一 一 一 二 
+0g9u(usi, 0) Roz hi (un, 0, O00) 3 poY, (4.39) 
其 中 
ah Oh Oh 
kil 一 一 二 一 二 一 
111 Bao,’ 加 1 BB,” 向 po (4.40) 


方程 (4.36) (或 (4.35)) 与 (4.39) (或 (4.38)) 的 联合 就 构成 相应 
的 一 维 非 线性 热 弹 性 动力 学 方程 组 . 
在 强 椭圆 性 条 件 (4.25) 中 取 各 = 办 一 1 名 = 名 一 六 一 由 一 
0, 即 得 
Qun(wz 0) > 0. (4.41) 
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类 似 地 ， 由 热传导 张 量 五 的 正定 性 条 件 (4.27) 可 得 


Kila, ,07) > 0. (4.42) 


这 样 , 方程 (4.36) 关于 是 一 个 一 维 非 线性 波动 方程 ,而 方程 (4.39) 
关于 8 是 一 个 一 维 非 线性 热传导 方程 . 因此 ,方程 组 (4.36) 及 (4.39) 
是 一 个 一 维 拟 线性 双 曲 - 招 物 三 仿 方 程 组 . 

2°. 热 弹性 体 的 缉 剪 切 变 形 

假定 热 弹性 杆 的 变形 为 


T+ut Ta) = 7 Ya = La. (4.43) 


又 假定 在 该 变形 下 ， 热 漳 性 体 的 温度 分 布 9 只 是 二 及 zz 的 函数 ， 


0 = 0(t, x2). (4.44) 
对 上 述 变形 ， 有 
I 
T 0 
Oz. 
F=| 0 "1 ol|. (4.45) 
0 0 1 


因此 ， 由 本 构 关系 给 出 的 妃 及 及 的 分 其 最 终 也 只 是 了 与 za 的 函数 ， 
并 分 别 记 为 piz(tza;g) 与 ja(ucayg bo). 
这 样 ， 动 量 守恒 方程 组 (2.24) 或 (4.16) 的 第 一 方程 此 时 化 为 


Bu 8 ， 
Po = BaP (Ve, 分 十 po (4.46) 
或 
62u D2u 00 
PB = C212Wen 0) BB — gi2 (Uz,, OE +pobl, (4.47) 
中 
Oprz (ua, 0) Opi2 (Ura) 0 
212 一 ow > 0， gu2= -ee (4.48) 
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这 里 aiz12z > 0 是 强 椭圆 性 条 件 (4.25) 的 推论 ， 此 外 ， 能 量 字 恒 方程 
(2.23) 或 (4.21) 此 时 化 为 


个 1 0 
责 (me 十 3 ) 一 Bi7 (piz(uea gt 


+2 alu, go) = pobiut + poYy (4.49) 
Or 
或 
9 O20 
pogc(un， WE — ka2 (zs, 0, Oa) 
Ou Ou 
—ko12 (tz,, 0, ba) 十 WA 
60 
一 如 (ua 人， br) Bry = Po， (4.50) 
其 中 
pp 2 Ohaus 0r,) 
212 二 Be ， 
Oha (wuss, 0, Os,) 
= 一 50 .51 
ko2 D0, >0, (4.51) 
kb, = OR2(uz2 0,0,) 
2 一 0 一 


这 里 pz > 0 是 KK 的 正定 性 假设 (4.27) 的 推论 . 

方程 组 (4.47) (或 (4.46)) 及 (4.50) (或 (4.49)) 也 是 一 个 一 维 
拟 线性 双 曲 ~ 手 物 辜 合 方程 组 . 

以 上 在 两 种 不 同情 况 所 得 的 方程 组 ,形式 上 完全 相同 . 因此 , 可 以 
统一 地 将 一 维 热 弹性 动力 学 方程 组 写 为 


Pu 9 
Pi ~ Bi?(Y'0) = pob, (4.52) 


0 1 9 
(e+ Bor) — (pues On) 


0 
+ Aus, 0,0:) = pobue + py (4.53) 
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或 
00 O20 Pu 
pobc(us, 名 + ho, (uz, 0, 0. 5 3 + hu, (Wz, 0, f. 5 3 
-epees 0) .OE + ho(ws, 0, 的 到 一 pom， (4.54) 
其 中 
Pus(Uz,0) > 0, he,{(uz,0,0) < 0. (4.55) 


在 许多 情况 下 , 尤其 是 在 研究 间断 解 时 , 将 方程 组 (4.52) 及 (4.53) 
中 的 第 一 个 方程 写 为 一 阶 守恒 律 组 的 形式 是 方便 的 . 为 此 ， 令 


VU=Ur YW =u, (4.56) 


将 方程 组 (4.52) 及 (4.53) 写 为 如 下 的 等 价 形式 : 


— wz =0, (4.57) 
Pows — plv, 0): = pob, (4.58) 
1 
(ae+ po) ~ (plo, Oyw) 
+(h(v, 0, 07))s = pobw + poYy, (4.59) 
其 中 

polv,0) > 0， hg,(v, 0,0,) < 0. (4.60) 

此 外 ， 坑 不 等 式 (2.32) 此 时 取 如 下 形式 

hy) poy 

Pom 十 全 2%. {4.61) 


关于 方程 组 (4.57) 一 (4.59) 已 有 相当 多 的 研究 工作 ( 见 下 节 及 其 
中 所 引 的 参考 文献 ) 在 对 其 定 解 问题 的 整体 光滑 解 的 存在 性 或 破裂 现 
象 的 研究 中 ， 加 速度 波 的 传播 性 态 将 提供 重要 的 启示 ， 对 此 将 在 下 节 
中 进行 讨论 
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85. 加 速度 波 的 传播 


关于 加 速度 波 传播 情况 的 讨论 ， 对 判断 热 弹性 动力 学 方程 组 的 定 
解 问题 在 什么 情况 下 存在 整体 光滑 解 ， 又 在 什么 情况 下 其 光滑 解 会 在 
有 限时 间 内 发 生 破 裂 现 象 ， 将 会 提供 有 益 的 启发 .下面 以 一 维 热 弹性 
动力 学 方程 组 (4.52) 及 《4.53) 为 例 来 说 明 : 什么 是 加 速度 波 ? 它 的 
传播 有 什么 特点 ? 这 些 特点 对 定 解 问题 的 研究 会 有 哪些 启发 ?为 简单 
计 , 假定 mo 三 1, 5 三 7 三 0. 

设 荆 为 (tz) 平面 上 的 一 条 曲线 : 


z= 72(t). (5.1) 


着 以 与 9 在 丁 外 适当 光滑 ，% 与 其 一 阶 偏 导数 以 及 98 在 生 上 连续 ， 
而 4 的 二 阶 偏 导 数 与 8 的 一 阶 偏 导 数 在 全 上 且 有 第 一 类 间断 , 就 称 厂 
为 加 速度 法 曲线 (加 速度 we 在 其 上 间断 ， 故 名 ). 

下 面 证 明 : 4 的 一 阶 偏 导数 在 加 速度 波 曲 线 厂 上 也 是 连续 的 . 因 
此 ， 加 速度 波 曲 线 实际 上 是 一 维 非 线性 热 弹性 动力 学 方程 组 解 的 弱 间 
断 线 . 事实 上 ， 由 于 6 为 ( 坊 z)] 的 连续 函数 ， 易 知 


f Qdt + Badr =0 (5.2) 


对 他 2) 平面 上 的 任 -- 封 闲 曲 线 成 立 . 于 是 , 由 第 二 章 (4.5) 式 的 导出 
过 程 知 ， 在 厂 上 成 立 


[8] = -YI 名 ]， (5.3) 
其 中 T7 为 加 速度 波 的 传播 速度 ， 
下 的 二 (的 ， (5.4) 


/ dz(t) ， _ 
而 x(t) = 一 “这 里 [] 表示 越过 的 跃 度 . 同 理 , 将 第 二 章 (4.5) 
式 用 于 守恒 律 方 程 (4.53) 的 相应 积分 形式 (见习 题 8), 并 注意 到 e 、 


tt 及 p(tz,9) 在 厂 上 均 为 连续 ， 即 得 


[A =0. (5.5) 
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再 由 (4.55) 的 第 二 式 ， 甩 是 的 严格 单调 函数 ， 从 而 
Jo] =0. (5.6) 


干 是 由 (5.3) 式 又 有 
{0] =0. {5.7) 


这 就 证 明了 8 的 一 阶 偏 导数 在 一 上 的 连续 性 ， 
下 面 考察 加速 着 wz 在 全 上 的 哮 齐 


a(t) = [us] (5.8) 


关于 时 间 的 变化 情况 . 为 简单 起 见 , 假定 加 速度 波 在 传 信 介质 之 前 ， 
热 弹性 体 处 于 男 定 的 均匀 变形 及 恒温 状态 ， 即 


飞 三 Wo， 日 三 名 ， 当 >z(t 时 (5.9) 


( 见 图 1), 其 中 to 及 角 为 常数 . 根据 数理 方程 知识 ( 见 [1]), 方程 
(4.52) 的 解 的 弱 间 断 线 荆 必 是 它 的 特征 线 , 从 而 V 二 士 Vpu.(0,60). 
假定 加 速 厌 波 由 左 向 种 传播， 即 


v(t) > 0, (5.10) 


此 时 就 有 
(5.11) 
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将 方程 (4.52) 关于 求 导 一 次 ,得 


Ut = Ctr Osat + Cu(Uz Orousrt + Ci2(Us, Ourels 
十 Co(uc, 有 gr + Ci2(tzr, OstOs + C22 (Urs 0)070, 
(5.12) 


其 中 


Oi=Pps, C2= pe, Cn = Puous, 
C12 = Pusg, C22 = poe. (5.13) 


因为 加 速度 波 是 弱 间 断 ， 旦 注意 到 (5.9) 式 ， 有 
[uc = [uczl[uod， [ug = [bebo] = 0， (5.14) 
由 (5.12) 式 就 容易 得 到 


lus] = C1(0, Bo)lizat] + Cii(0, bo)luss][use] 


+C2(0, 0) [9+]. (5.15) 
将 等 式 
lx] =0 
两 端 关 于 t 求 导 一 次 ， 并 注意 到 (5.11) 式 , 可 得 
Se = 二 = [uzd] + V huss] = 0, 
其 中 


d 9 0 
+ (5.16) 
为 沿 了 曲线 对 t 的 方向 导数 . 这样， 就 有 
[wz] = —V lss]. (5.17) 
类 似 地 ， 有 
fed = 一 Ylwad， (5.18) 
[Bx] = -Yea]. (5.19) 
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由 (5.17) 及 (5.18) 式 , 我 们 有 


[ucz] = 忘 Ed (5.20) 
[luz] = lua {5.21) 

此 外， 不 难 验证 
Std [| = led + vie (522) 


而 将 (5.18) 式 关 于 上 鞋 求 导 一 次 ， 并 注意 到 (5.11) 式 , 又 有 


d d unt 
uy = VE = -Vv 匀 | 
= —Vhust] 一 fuel. (5.23) 
将 (5.22) 与 (5.23) 二 式 相 加 ， 得 到 
2 oad = lea] = V ?lust (524) 


将 (5.19) 一 (5.21) 及 (5.24) 式 代入 (5.15) 式 , 并 注意 到 C1(0, 名 ) = 
V2, 即 得 
ad 0, Cu(0, Po) 
2 lu] + 
最 后 ， 还 需 用 [ua] 来 表示 [9]. 为 此 ， 将 方程 (4.54) 的 两 端 在 
大 上 取 路 度 ， 可 得 


[ua]? + VCo(0, G0)0ss] =0. (525) 


he, (0, Bo, O)IBzz] + ho, (0, Bo, 0) fazss] 
—Bope(0, bo)last] = 0. {5.26) 
再 注意 到 (3.24) 式 隐 含 着 hu (0, 60,0) = 0, 由 (5.26) 和 (5.21) 式 
就 得 到 


[Bx] = ee st] (5.27) 
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将 其 代入 (5,25) 式 ， 我 们 就 得 到 a(t) = [tw] 所 满足 的 常 微分 方程 
oat) + oas(t) + Balt) = 0, (5.28) 


其 中 
Oop$(0, Oo) 
2hg, (0, 0, 0) 


Dusuz (0, bo) 
0 B= 


关于 这 个 常 微分 方程 ， 我 们 有 如 下 的 

定理 5.1、 对 一 维 非 线性 热 弹性 动力 学 方程 组 (4.52) 及 (4.53)， 
自 在 向 右 传 入 由 (5.9) 式 给 出 的 均 习 变形 和 恒温 状态 的 加 速度 波 的 拓 
由 


(5.29) 


olt) = 7 一 一 一 {5.30) 
Bt 
(而 + <) e ”一 已 
其 中 及 请 由 (5.29) 式 给 出 ， 此外， 
(1) 假设 
pel0, 0) #0, (5.31) 
那么 若 
如 
la(O)| < | (5.32) 
或 
sign af0) = sign pu,wu, (0, bo), (5.33) 
则 当世 一 十 oo 时 ，Q( 科 以 ee 的 于 减 率 指 数 地 衰减 为 堆 . 
(2) 假设 
Pusus (0, Oo) 关 0， (5.34) 
那么 着 
la(0)| > 四 (5.35) 
且 
sign a(0) = 一 Sign pu,u, (0, 00), (5.36) 


则 当世 一 to 时， af 一 oo, 其 中 


tw = -3 in ( 十 2 . (5,37) 
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证 明 常 微分 方程 (5.28) 扁 于 伯 努 利 (J. Bernoulli) 方程 的 类 
型 ， 求 解 它 具 初 值 a(0) 的 柯 西 问题 ， 立 刻 可 得 (5.30) 式 . 

假设 (5.31) 式 成 立 . 此 时 ， 由 (4.55) 的 第 二 式 知 he, (0, 90.0) 
< 0, 因此 民有 8 > 0. 在 这 种 情况 下 , 若 pusw (0, 名 ) = 0, 则 a= 0， 
(1) 的 结论 显然 成 立 . 若 punus(0 90) 头 0, 则 a 天 0, 如 果 进 一 步 假设 
(5.32) 式 成 立 ， 那 么 由 a(t) 的 表达 式 (5.30) 易 见 当 {一 十 oo 时 ， 
Q(t) 指数 地 衰减 到 零 , 且 衰 减 率 为 et; 若 pwsus (0, 00) 关 0 而 (5.33) 
式 成 立 ， 那 么 sign a = sign a(0), 仍 得 到 同一 结论 . 

在 (5.34) 一 -(5.36) 成 立 的 条 件 下 , a 关 0 且 sign a = -sign a(0). 
在 这 种 情况 下 ,车 8 = 0, 由 洛 必 达 (L'Hospital) 法 则 或 直接 求解 此 
时 的 方程 (5.28), 易 知 alt) 的 表达 式 (5.30) 化 为 


af0) 
1+a(0)at’ 


ca 的 一 (5.38) 


且 由 (5.35) 式 ，a(0) 闫 0. 于 是 ， 当主- 一 too 时 ，a( 一 00, 其 中 


1 
如 一 ~ aa(0) (5.39) 


由 洛 必 达 法 则 , 这 就 是 (2) 中 所 要 求 的 结论 . 若 8 关 0, 由 (5.30) 式 ， 


* 8 
( 痪 +“ > 
即 g 
1 
一 (+ 


时 ， a(t) 一 00. 定理 证 毕 . 


对 形 如 
tt — Pluz)s = 0 (5.40) 


的 非 线性 波动 方程 ， 如 果 在 某 一 区 域 中 pr” 天 0, 就 称 它 在 此 区 域 中 是 
真正 非 线性 的 . 条件 《5.34) 说 明 方程 (4.52) 关于 未 知 函 数 % 在 原点 
的 一 个 邻 域 中 是 真正 非 线性 的 ， 定理 5.1 的 结论 (2) 告诉 我 们 ， 弹 性 
力学 中 的 非 线性 响应 导致 加 速度 波 的 不 稳定 性 . 事实 上 ， 在 没有 热 伟 
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导 效 应 即 8 = 0 时 ， 不 管 将 加 速度 波 的 初始 振幅 a(0) 限制 在 多 么 小 
的 范围 内 ， 总 存在 由 (5.39) 式 给 出 的 有 限 值 too, 使 得 当 趋向 于 too 
时 ， al) 趋 上 无 穷 大 ， 而 在 有 热传导 效应 即 8 > 0, 但 设 有 非 线性 弹 
性 响应 即 a = 0 时 ， 由 定理 5.1 的 结论 (1) 可 见 ， 加 速度 波 的 传播 延 
稳定 的 ， 且 当主 一 十 oo 时 ， cf) 指数 地 衰减 到 零 . 

在 一 般 的 非 线性 热 弹性 动力 学 的 框架 下 ， 既 有 非 线 性 弹性 响应 又 
有 热传导 效应 ,， 即 @ 与 有 均 不 为 零 . 这 两 种 效应 相 半 制约 ， 有 时 一 种 
效应 占 主导 地 位 ， 有 了 时务 一 种 效应 占 主导 地 位 . 定理 5.1 告诉 我 们 , 在 
这 种 情况 下 ,当初 始 振幅 a(0) 比较 小 时 ， 加 速度 波 a(t) 的 传播 是 稳定 
的 , 且 在 + 一 十 co 时 ，all) 指数 地 衰减 到 等 ， 而 在 初始 振幅 a(0) 比 
较 大 时 ， 加 速度 波 alt) 可 能 在 有 限时 间 内 趋 于 无 穷 大 ， 即 发 生 破裂 ， 
上 述 讨论 启发 我 们 ， 对 非 线性 热 弹性 动力 学 方程 组 的 定 解 问题 ， 
当初 值 充分 小 时 ， 可 能 存在 整体 光滑 解 ; 而 对 大 的 初 值 , 其 光滑 解 则 可 
能 在 有 限时 间 内 破裂 . 关于 热 弹 性 力学 加 连 度 波 的 上 述 讨论 是 1965 年 
由 柯 尔 最 (B. D. Coleman) 和 哥 丁 (M. E. Gurtin) 给 出 的 ( 见 [3]). 
其 后 不 久 的 研究 成 果 表 明 上 述 猜 想 对 一 维 非 线性 热 弹性 动力 学 方程 组 
是 正确 的 ( 见 [5], [6], [7]). 关上 十 高 维 非 线性 热 弹性 动力 学 方程 组 定 解 
问题 的 整体 光滑 解 的 存在 性 ， 在 初 值 充分 小 时 也 有 类 似 的 结果 . 


习 题 
证 明 ， 车 交 姆 替 效 自由 能 函数 全 一 人 (下 满足 客观 性 假 


1. 
(3.15) 式 ，P= 入 瑟 9) 由 (3.10) 式 给 出 ， 则 柯 西 应 力 张 量 
二 卫 配 0) 满足 以 下 关系 : 


NQF 09) = QNF, 0)Q 


其 中 @ 为 任 一 给 定 的 正 交 阵 ， 
2. 直接 利用 空间 描述 下 的 能 其 守 伍 方程 (2.9) 和 粹 不 等 式 (2.29)， 


设 
TT 


证 明 
gq: Vyos0. 

3. 设 线性 热 弹 性 体 2 的 边界 002 是 自由 的 ( 即 无 表面 力 ), 已 知 
周转 介质 在 物体 表面 上 的 温度 为 外 (t, 2), 并 设 热 弹性 体 在 边界 上 与 外 
部 介质 按 牛顿 实 验 定律 进行 热 交换 ， 单位 时 间 内 经 过 9f2 上 面积 微 元 
d5 流向 周围 介质 的 热量 为 


ki(0 — bi)lands, 
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其 中 如 为 一 正常 数 ， 称 热 交 换 系 数 , 试 导出 该 线性 热 弹性 体 的 变形 及 
温度 所 满足 的 定 解 问 题 . 

4. 设 取 = az 9 = 9(t,w) 是 线性 热 弹 性 动力 学 方程 组 
(4.1) 及 (4.3) 在 区 域 (0, 十 00) x 中 的 解 (人 2 C IR3), 在 人 的 边界 
082 上 满足 下 述 边 界 条 件 : 

» a get ni =0 (i=1,2,3), 
kL=1 82 
3 


Dm 


j=l 


=0 


人 2 


其 虫 史 = (ni, nz,ns) 为 82 上 的 单位 外 法 线 向 量 , 且 bb 二 0, 二 0. 
在 热传导 矩阵 ( 友 j) 为 正定 的 条 件 下 ,证 明 


其 中 


= 让 (中 


5， 证 明 : 对 处 于 等 温 状 态 ( 即 9 三 常数 ) 的 热 弹性 体 ， 方 程 组 
(4.16) 化 为 包含 常 参数 9 的 非 线性 弹性 动力 学 方程 组 . 

6. 在 热 弹性 体 只 作 刚体 运动 时 ， 即 对 刚性 热传导 状态 ， 证 明 ， 方 
程 (4.21) 化 为 关于 6 的 非 线性 热传导 方程 (二 阶 拟 线性 抛物 型 方程 ). 

7. 设 二 Y(t,2), 0 = 6(t, 2) 是 非 线性 热 弹性 动力 学 方程 组 
(4.16) 及 (4.21) 在 区 域 (0, 十 co) x 0 中 的 解 (CC IR3), 在 介 的 
边界 902 上 满足 固定 (即位 移 为 零 ) 及 绝热 边界 条 件 ， 又 假定 6 三 0， 
7 三 0. 证 明 ， 


dL(t) 
a 


2 
LO= fm (后 | + dz 


并 说 明 本 题 的 物理 意义 . 


一 0， 
其 中 
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8. 试 给 出 一 维 非 线性 热 弹性 动力 学 的 能 基 守 恒 方 程 (4.53) 的 积 
分 守恒 律 形 式 ， 由 此 证 明 在 加 速度 波 曲线 2 一 X(t) 上 成 立 


[8 = —V (0.), 


其 中 V(t) = z(t) 为 加 速度 波 的 传播 速度 . 
9. 讨论 具有 耗 散 项 的 非 线性 波动 方程 


uit — (pus)s + ou = 0 

的 加 速度 波 的 传播 情况 ， 其 中 0 为 一 正常 数 ，p 满足 如 下 条 件 : 
D(0) > 0 p"(0) #0. 

这 里 假定 在 加 速度 波 曲 线 z = z(t) 的 右 人 出， 4 恒 取 常 值 Uo, 即 


VU 三 U0， 当 x> z(t) 时. 


参考 文献 


下 谷 超 府 、 李 大 潜 等 ， 数 学 物理 方程 . 上 海 , 上海 科 学 技术 出 版 社 ， 
1987 

2] Carlson D E. Linear Thermoeiasticity，Handbuchb der 
Physik, VI a/2, 297-345. Berlin: Springer-Verlag, 1972 

3| Coleman B D & Gurtin M E. Waves in materials with 
memory III Thermodynamic influences on growth and 
decay of acceleration waves. Arch. Rat. Mech. Anal., 
19(1965). 266~298 

引 Dafermos C M. On the existence and the asymptotic sta- 
bility of solution to the equations of linear thermoelasticity. 
Arch. Rat. Mech. Anal., 29(1968). 241~271 

5] Dafermos C M & Hsiao L. Development of singularities 
in solutions of the equations of nonlinear thermoelasticity. 
Quart. Appl. Math., 44(1986). 463~474 


参考 文献 39 


[6] Slemrod M. Global existence, uniqueness and asymptotic 
stability of classical smooth solutions in one-dimensional, 
non-linear thermoelasticity. Arch. Rat. Mech. Anal., 76 
{1981). 97~133 

站 Zheng S & Shen W. Global solutions to the Cauchy prob- 
lem of quasiiinear hyperbolic-parabolic coupled system. 
Scientia Sinica, Ser. A 10(1987). 1133~1149 


第 七 章 ” 粘 弹性 力学 


81. 引言 


1.1、 粘 弹性 材料 


在 第 五 章 中 ， 我 们 考察 了 纯 弹 性 体 的 变形 规律 ， 其 中 忽略 了 内 摩 
擦 ， 也 未 考虑 热传导 效应 ， 在 第 六 章 中 ， 我 们 考察 了 热 弹性 体 的 热 传 
导 效 应 与 弹性 响应 的 克 合 ， 但 仍 没有 考 虚 其 内 部 摩擦 效应 .在 这 一 章 
中 ,我们 要 研究 具有 内 部 摩擦 的 粘 弹 性 材料 . 这 一 类 材料 在 荷载 的 作 
用 下 , 既 有 肯 时 的 弹性 响应 ,又 有 持续 的 内 部 摩擦 效应 . 研究 由 上 述 材 
料 构成 的 车 弹性 体 (固体 或 流体 , 或 介 于 固体 与 流体 之 间 的 物体 ) 在 荷 
载 作 用 下 ， 其 应 力 和 变形 所 满足 的 规律 ， 就 构成 了 粘 弹性 力学 这 一 学 
科 的 基本 内 容 .为 了 进一步 说 明 粘 弹性 体 的 概念 ， 下 面 首先 考察 不 同 


类 型 的 材料 在 荷载 作用 下 其 响应 特性 的 差别 . 


对 于 弹性 体 ， 在 突 加 应 力 ac = oo 的 作用 下 ,将 产生 突然 应 变 
< 一 0; 而 在 印 去 荷载 (a = 0) 时 ， 应 变 立 即 消失 (< 一 0) ( 见 图 1). 
对 于 粘性 流体 (参见 第 二 章 (2.1) 式 ), 突 加 的 常 应 力 o = co 引起 


突 加 的 应 变 率 ( 即 应 变 关于 时 间 圭 的 导数 ) 二， 从 而 造成 流体 的 连续 流 


dt 
动 :而 在 印 去 荷载 时 ， 应 变 不 会 消失 ( 见 图 2). 
还 有 一 类 材料 ， 在 突 加 荷载 时 ， 既 产生 类 似 于 弹性 


体 那样 的 突 


然 弹性 响应 ， 又 随 之 产生 类 似 于 粘性 流体 那样 的 连续 应 变 ， 其 应 力 响 


全 


ol 


~ 
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ol 


ol 


~ 
~ 


—Sl 


应 介 于 弹性 图 体 与 粘性 流体 之 间 . 由 于 具有 内 部 摩擦 效应 ， 存 在 着 热 
力学 损耗 ， 这 是 一 个 不 可 逆 过 程 ， 卸 载 后 应 变 不 能 完全 消失 ( 见 图 3). 
这 一 类 物体 称 为 糙 弹 性 体 ; 构成 这 类 物体 的 材料 称 为 糙 弹 性 材料 . 塑 
料 、 木 材 、 自然 或 合成 纤维 、 受 热 的 混 沁 土 与 金属 以 及 源 青 等 ， 均 属于 
粘 弹性 材料 的 范 

对 粘 弹 性 体 的 研究 始 于 1865 年 开尔文 (Kelvin) 的 工作 .他 在 为 
大 英 下 科 全 书 撰写 “热力 学 第 二 定律 ”条 目 时 ， 用 金属 、 木 材 及 棉线 
等 进行 握 摆 实验， 发 现 材料 并 不 完全 服从 胡 克 定律 ， 而 必须 引入 粘性 
影响 来 考虑 材料 的 内 耗 ， 从 而 提出 了 现在 以 他 的 名 字 命名 的 弹 答 ~ 阻 
尼 器 并 联 模型 ( 见 下 面 的 例 4) 来 模拟 这 种 现象 . 不 久 ， 1867 年 麦克 
斯 书 提出 了 弹簧 - 阻尼 器 串联 模型 ( 见 下 面 的 例 3)，1874 年 孩 尔 兹 
曼 (Boltzmann) 利用 区 加 原理 建立 了 各 向 同性 线性 粘 弹 性 体 的 三 维 
理论 。 1909 年 沃 尔 秦 拉 (Volterra) 将 玻 尔 兹 坚 的 结果 推广 到 各 向 异 
性 堵 料 ， 但 早期 关于 粘 弹性 体 的 研究 并 未 引起 科学 界 与 工程 界 的 广泛 
注意 ， 发 展 比较 缓慢 .近年 来 ， 对 高 分 子 聚 合 物 及 复合 材料 的 研究 ， 
对 一 些 重大 工程 结构 (如 核 动力 工程 、 地 下 工程 等 ) 的 力学 响应 和 稳 
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定性 分 析 ， 以 及 一 些 新 学 科 (如 生物 力学 等 ) 的 出 现 ， 都 促使 人 们 对 烙 
弹性 理论 给 予 足够 的 重视 20 世纪 50 年 代 末 到 60 年 代 初 柯 尔 曼 
(Coleman) 和 诺尔 (Noll) 等 发 展 了 具有 记忆 材料 的 本 构 理论 .特别 
是 柯 尔 曼 1964 年 发 表 的 “ 具 记 忆 材 料 的 热 动力 学 ”一 文 ( 见 团 ), 对 
这 一 学 科 的 发 展 起 了 重要 影响 ， 近 三 十 余年 来 ， 烙 弹性 力学 及 其 相应 
的 数学 理论 得 到 了 快速 的 发 展 ， 并 已 出 版 了 专著 (例如 [2]), 在 材料 科 
学 中 的 数学 理论 这 一 颇 受 国际 应 用 数学 界 重视 的 前 沿 领域 中 ， 现 已 成 
为 一 个 活路 的 研究 课题 . 


1.2. 简单 的 粘 弹性 单元 

用 来 同时 描述 “弹性 ”及 “处 性 ”特征 的 最 简单 的 模型 是 弹 答 加 阻 
尼 器 ， 下面 介 绍 几 个 用 以 拱 述 “ 粘 弹 性 ” 特征 的 简单 模型 ， 即 粘 弹 性 单 
元 为 叙述 完整 起 见 ， 先 分 别 对 弹簧 及 阻尼 器 进行 讨论 . 


例 1. 弹簧 
设 s 为 弹簧 的 偶 长 ， c 为 拉力 ， 则 胡 克 定律 给 出 


o= ke {1.1) 
或 

E 一 (1.2) 
其 中 大 为 一 个 正常 数 , 称 为 弹性 系数 上述 两 式 就 是 弹簧 的 本 构 方 程 . 


例 2. 阻尼 器 
阻尼 器 如 图 4 所 示 ， 并 设 = 及 o 的 意义 同 例 1. 对 阻尼 器 而 言 ， 
其 阻尼 力 与 活塞 的 运动 速度 成 正比 ， 于 是 ， 


(1.3) 


其 中 bk 称 为 阻尼 系数 假定 在 t 充分 负 时 ， elt) 三 0, 由 上 式 就 可 得 


el = 2 f alr)dr, (1.4) 
上 述 两 式 就 是 阻尼 器 的 本 构 方程 . 由 (1.4) 式 可 见 , 图 尼 器 的 侣 长 = 在 
时 九 的 和信， 依赖 拉力 o 在 二 之 前 的 整个 历史 ， 
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例 3. 妻 克 斯 韦 模 型 

考察 由 一 个 弹 纂 和 一 个 阻尼 器 串联 组 成 的 粘 弹 性 单元 ( 见 图 5). 设 
弹 得 的 弹性 系数 与 阻尼 器 的 阻尼 系数 分 别 为 与 4, 而 它们 的 伸 长 则 
分 别 记 为 sl 与 62. 在 串联 的 情况 ， 弹 得 与 阻尼 器 受到 的 拉力 相同 , 记 
为 o. 由 (1.1) 及 (1.3) 式 , 有 


o = keil, sp. (1.5) 


注意 到 单元 的 总 伸 长 = sl 十 e2, 就 得 到 


de _ 1dc 工 


下 = 天 证 十 n° {1.6) 


求解 这 个 用 微分 方程 (1.6) 表示 的 本 构 关 系 ， 在 a{) 与 e(t) 连续 可 
微 ， 并 假定 在 t 充分 负 时 ，e() 三 o(t) 三 0, 可 得 


c= jo + fodr (I) 
或 2 
0(t) = Ac 人 的 一 人 _ eedrne(r)dr. {1.8) 


(1.7) 及 (1.8) 式 就 是 麦克 斯 韦 模型 的 本 构 方程 由 《1.8) 式 可 见 ， 对 
麦克 斯 韦 模型 ， 在 t 时 刻 的 拉力 0, 同样 依赖 于 伸 长 < 在 时 刻 £ 前 的 
整个 历史 . 
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例 4. 开尔文 模型 

考察 一 个 由 弹簧 和 阻尼 器 并 联 而 成 的 粘 弹 性 单元 ( 见 图 6). 在 并 
联 的 情况 ， 弹 答 与 阻尼 器 的 伸 长 相同 ， 记 为 =. 以 Cl 和 oa 分 别家 示 
它们 受到 的 拉力 ， 则 总 拉力 为 


oO=0+02. (1.9) 
由 (1,1) 与 (1.3) 式 有 
d 
= ke oo 一 4 (1.10) 
将 其 代入 (1.9) 式 ， 即 得 
de 
0= ketpy. (1.11) 


假设 在 t 充分 负 时 ， < 的 三 0, 求解 上 述 微分 方程 可 得 
s(t) = 2f et ng(r)dr. (1.12) 
(1.11) 和 (1.12) 式 就 是 开尔文 模型 的 本 构 方 程 
天 
VVVVvn 


上 一 
四 


图 6 


在 侈 1 中 ， 变形 是 拉力 5 的 线 作 孙 各 这 是 一 个 结 弹 竹 模 开 .在 
便 3 中 ,由 (1.3) 式 知 , 拉力 o 是 变形 率 下 的 线性 函数 这 是 一 个 纯 
粘性 模型 . 例 3 和 例 4 给 出 的 则 是 两 个 典型 的 粘 弹性 模型， 对 麦克 斯 
韦 模型 , 如 果 拉 力 从 某 时 刻 起 消失 ( 即 存在 厂 , 使 t 志 时 ， olt) = 人 0), 
则 由 (1.7) 式 易 见 ， 当 t 一 上 +oo 时 ， E(t) 趋 于 一 个 非 零 极限 .这 就 
是 说 , 在 拉力 消失 后 ， 业 弹性 单元 将 留 下 一 个 永久 的 变形 , 表现 出 流体 
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的 特征 . 因此 ， 麦克 斯 市 模型 是 一 个 粘 弹 性 流体 模型 对 开尔文 模型 ， 
若 拉力 o 从 某 时 刻 起 消失 ， 则 由 (1,12) 式 易 见 ， 当 一 十 co 时 ， 
的 一 0. 即 此 时 在 拉力 消失 后 ， 粘 弹性 单元 的 变形 最 终 将 会 消失 (但 
与 纯 弹性 的 情况 不 同 ， 其 变形 并 不 在 拉力 消失 的 瞬间 立即 消失 ), 表现 
出 画 体 的 特征 因 此， 开尔文 模型 是 一 个 粘 弹性 国体 模型 这 里 指出 ， 
对 许多 其 体 的 粘 弹性 材料 ， 要 明确 地 区 分 其 为 流体 还 是 固体 往往 是 很 
困难 的 . 

利用 阐 筑 和 阻尼 器 等 基本 单元 ， 还 可 以 构造 各 种 各 样 的 烙 弹 性 模 
型 . 对 实际 的 粘 弹性 材料 , 常常 利用 弹 自 及 阻尼 器 的 适当 组 合 来 模拟 
应 力 响 应 的 情况 ， 从 而 给 出 相应 的 本 构 关系 . 例如 对 高 分 子 聚 合 物 ， 就 
有 一 种 模型 将 其 视 为 由 弹 签 联 接 起 来 的 小 珠 ， 而 这 些小 珠 又 受到 周 
介质 的 摩擦 力作 用 . 与 这 种 模型 相对 应 的 本 构 关 系 也 可 由 此 而 导出 . 

在 第 五 音 中 导出 的 质 其 守恒 律 方程 和 动量 守恒 律 方 程 (组 ) 对 于 粘 
弹性 体 仍然 成 立 ， 下 面 首先 对 粘 弹性 材料 的 本 构 方程 及 其 有 关 性 质 进 
行 讨论 . 
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2.1. 单 积分 形式 的 本 构 方程 

仍 采 用 第 五 章 中 的 记号 ， 设 粘 弹 性 体 变形 前 ( 设 为 某 时 刻 ， 例 如 
t 一 0) 在 空间 占据 一 个 区 域 2 C 到 3. 该 区 域 称 为 参考 构 形 .在 此 区 
域内 的 物体 质点 用 其 坐标 向 量 2 = (zl, za, za) 表示 ， 在 时 刻 人 2 变 
形 为 人 2,, 其 中 的 点 用 坐标 向 量 9 = (W1, 92, ys) 表示 . 于 是 , 这 个 变形 
的 规律 可 由 


Y= tv) 人 
描述 ， 
对 纯 弹 性 体 ， 其 柯 西 应 力 张 量 全 是 变形 梯度 张 量 一 站 


7 
的 活 数 . 由 上 一 节 可 以 看 出 ， 粘 弹性 材料 一 般 来 说 具有 记忆 特性 ， 在 
时 刻 蕊 、 质 点 2 处 的 柯 西 应 力 张 其 人 应 依赖 于 时 刻 t 之 前 、 质 点 到 
附近 材料 的 整个 变形 历史 ， 这 就 是 说 ， 若 以 FP:(s) = Ht 一 8) 简 记 
Ht ~ s,m) = Voy(t — s,2), 其 中 s € [0, 十 o0), 则 了 tb 2 应 该 是 
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Ft(s) = Flt 一 8) (se [0, 十 00)) 的 一 个 泛 函 : 
TY) = TE). (22) 


这 儿 ， 假 定 材料 是 齐 次 的 ， 即 (2.2) 式 右 端 不 明显 地 依赖 于 w，({2.2) 
式 是 具有 记忆 的 粘 弹性 材料 的 本 构 方程 的 一 般 形式 ， 

对 于 本 构 方程 (2.2), 仍 应 要 求 它 满足 客观 性 假设 ( 见 第 五 章 84). 
在 现在 的 情况 ， 客 观 性 假设 应 取 如 下 的 形式 ， 


QOTF NA) = TQ PF)), (2.3) 


其 中 @( 四 为 任 一 给 定 的 取信 为 正 交 降 的 矩阵 函数 , 而 Q!(s)=Q@(t 一 s)， 
s € [0, +00). 

以 形 如 (2.2) 的 一 般 本 构 方程 为 出 发 点 进行 讨论 , 是 极端 复杂 的 
在 本 章 中 我 们 只 讨论 一 类 在 应 用 上 非常 重要 、 但 相对 来 说 便于 处 理 的 
特殊 情况 ， 即 考虑 下 述 单 积分 形式 的 本 构 方程 


P(E) = GF) + / HOMO FE dr (2.4) 


其 中 忆 = (pij) 为 彼 奥 拉 应 力 张 量 ( 见 第 五 章 83)，G = (gy) 及 
琶 = (pi5) 均 为 二 阶 张 最 函数 . 同时， 为 简单 起 见 ， 在 (2.4) 式 及 以 
后 的 讨论 中 ， 我 们 不 再 标 出 张 基 函数 严 及 已 等 关于 z 的 依赖 性 ， 由 
柯 西 应 力 张 基 与 第 奥 拉 应 力 张 基 之 间 的 关系 式 ， 了 = .TFT, 其 中 
了 = det ,容易 看 出 (2.4) 式 实际 上 也 给 出 了 表示 柯 西 应 力 张 最 的 单 
积分 形式 的 本 构 方程 

由 于 粘性 摩擦 的 影响 ， 粘 弹性 材料 在 变形 过 程 中 必然 有 一 部 分 功 
要 转化 为 热能 ， 从 而 还 应 考虑 热传导 效应 . 因此， 严格 地 说 ， 本 构 方程 
(2.2) 和 (2.4) 的 右 端 还 应 该 依赖 于 绝对 温度 9 在 时 刻 t 以 前 的 全 部 
历史 ， 在 这 种 一 般 的 框架 中 讨论 粘 弹 性 体 的 变形 规律 ， 是 热 粘 弹性 力 
学 的 研究 课题 . 但 本 章 中 我 们 只 讨论 等 温 的 特殊 情况 ， 即 设 绝对 温度 
2 是 一 个 既 不 依赖 于 质点 2 、 也 不 随时 间 上 变化 的 常数 ， 在 许多 实际 
问题 中 ， 或 是 粘 弹 性 介质 中 各 点 的 温度 相差 不 大 ， 随 时 间 的 变化 也 不 
明显 ;或 是 所 考察 的 粘 弹性 介质 具有 相当 高 的 热传导 性 ， 致 使 其 温度 
分 布 的 不 均 甸 性 会 由 于 热传导 效应 而 很 快 趋 于 消失 ， 在 这 些 情况 下 ， 
均 可 近似 地 将 粘 弹性 体 的 变形 视 为 一 个 等 温 的 过 程 来 处 理 . 
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下 面 对 本 构 方程 (2.4) 右 端 的 张 量 函 数 G(&) 及 五 (r, én) 的 性 
作 一 初步 讨论 ， 关 二 这 些 张 景 函数 应 满足 的 条 件 的 更 深入 的 探讨 ， 
待 下 眉 讨 论 耗 散 不 等 式 时 进行 . 

单 积分 形式 (2.4) 的 表示 方式 是 个 具有 唯一 性 呢 ? 也 就 是 说 ， 

对 用 单 积分 形式 (2.4) 式 给 出 的 同一 个 本 构 关系 ， 其 中 的 G(&) 及 
五 (7, 6 人 是 否 是 唯 -- 确 定 的 ? 回 等 是 符 定 的 ， 只 要 考察 一 下 上 节 例 
3 中 的 麦克 斯 市 模型， 就 可 以 看 出 这 一 点 ,事实 上 ,麦克 斯 书 模型 的 本 
构 方程 (1.8) 可 以 写 为 如 下 的 单 积分 形式 : 


o{t) = kelt) ~ s/f 


可 泽 


8 _k 
e 


"elt — T)d7, (2.5) 
但 也 可 写 为 
ki2 fo a 
ol) = zh efr(e(t) — elt — 7))dr. (2.6) 
为 了 保证 单 积分 形式 的 唯一 性 ， 我 们 要 求 吾 (7, ,9) 满足 一 定 的 
规范 性 条 件 、 以 后 ， 我 们 总 假定 
(A1) H(7,é€,£)=0, Yr>0,é€ e133. (2.7) 


此 外 ， 我 们 总 假定 GE) 及 (7,&,?) 关于 7 > 0,&,n€ R33 
是 适当 光滑 的 张 其 函数 , 但 容许 太 (7,&,) 在 7 二 0 时 具有 一 定 的 奇 
人 性, 这 种 奇 性 在 有 些 实际 问题 中 确 会 发 生 . 例如 ， 在 描述 一 类 高 分 子 聚 
合 物 的 粘 弹性 模 玖 的 本 构 关 系 中 ( 见 [3]) 


H(7,é,n) = o(n)(E -7), (2.8) 
其 中 
ar) = Se", a>l. (2.9) 
n=1 2 
现在 我 们 考察 上 式 给 出 的 a(7) 在 > 一 +0 时 的 性 态 ， 容 易 验 证 : 
/ esrds < a(7) < / “esds, Yr >0, (2.10) 
上 且 当 7 一 +0 时 ， 


广 erds— 广 er 7ds 一 [ er rds 一 1. (2.11) 
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作 变 基 代 换 6 一 去 s, 有 
Ye-srqs = rt /esqd. .12 
/ e ds 一 了 人/ e ”db (2.12) 


(2.10) (2.12) 式 说 明 ; 在 7 一 +0 时 ， 
Q(T) ~ 二， (2.13) 


即 由 (2.8) 式 给 出 的 百 (r,E, 9) 在 了 = 0 处 有 形 如 7-3 的 奇 性 . 在 
a > 1 时 ， 这 个 奇 性 是 可 积 奇 性 ,为 了 讨论 方便 起 见 ， 下 面 我 们 假定 
瑟 (7,€,) 在 7 二 0 处 具有 可 积 奇 性 ， (但 在 实际 问题 中 ， 这 个 奇 性 
并 不 总 是 可 积 的 人) 精确 地 说 ， 假 定 

(A2) 对 R33 中 任 一 给 定 的 紧 集 KK, 存在 函数 be L1(0, 00) 使 


得 


[IH(,é,D|, IDeH(r,é,D|, ID,H(r,é,)| 
<b(7), Yr>0,é€,n€ kK, (2.14) 
hi 

其 中 DeH(7,é,m) = { 闫 | 为 中 阶 张 基 ,而 &x 为 二 阶 张 量 的 分 
其 等 等 ， 且 出 现在 (2.14) 左 端的 张 量 的 模 | . | 则 表示 该 张 量 各 分 量 绝 
对 值 中 的 最 大 者 . 

(As) 对 R33 中 的 任 一 给 定 的 紧 集 KK, 存在 满足 下 述 条 件 的 函数 
a(7): 


aezipool)，Yp>0， (2.15) 
当 p 一 0 时 ， of alrjdr 一 0， (2.16) 
» 
使 得 
[0-H(r, é€, 1,160.D, H(r, é, sal7), 
vr >0,é,nekK, (2.17) 
9 
其 中 入 及 (7,é&,) = 二 了 H(7,,g) 等 等 . 


Br 
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记 CL(IR; Rax3) = {é&(t) < C1(R; R33), &(t) 及 其 导数 < 


在 t 一 一 co 时 有 界 }. 容易 看 出 , 若 瑟 (7,é&,) 满足 上 述 假设 (Al) 一 
(As), 那么 对 任何 给 定 的 &(t) < C2(IR; R35), 单 积分 形式 
FE- Glet) + Hons), tt -dr ea) 


右 端的 积分 是 有 意义 的 ， 在 (2.18) 式 中 的 吾 (7,é&, 9) 称 为 单 积分 形 
式 的 核 . 由 假设 (A1), 当 《人 的 取 常 值 时 ， 全 有 P(E) = G{&(4)), 故 
称 GE) 为 卫 贷 响应 函数 . 对 张 量 G(E) 我 们 总 假定 


GD =0, (2.19) 


其 中 了 为 单位 张 基 . 


引 理 2.1.。 设 琶 (7,é&, 虽 ) 满足 如 下 条 件 ; 对 IR3Y3 中 的 任 一 给 
定 的 紧 集 扩 , 存在 函数 QE Li(p,90), Yp > 0, 使 


[IH(7,é, Dla(7), Vr >0,€,n€R, (2.20) 
县 
oo 
an AH(7, C(t), C(t —7))dr 存 在 ， YC € CUR; RY3),， (2.21) 
这 里 及 以 后 ， 我 们 采用 以 下 记号 : 
hs, um “ 


又 设 世 :本 一 IR3X3 为 只 有 有 限 个 间断 点 且 分 段 取 常 值 的 张 量 函 数 . 
那么 ， 存在 序列 8&7 E OL(IR; IR3*3) 使 当 革 不 是 专 的 间断 点 时 ， 成 立 
lim f° Bren(bent 一 站)dr 


meo Jo 


= 人 本 HI(r, (0), €0 ~ 7))dr. (2.22) 


证 明 ”不 失 一 般 性 ， 我 们 假定 只 有 一 个 间断 点 4 E 人 R， 作 
5 € C8(IR; IR3*3) 使 得 


er) =Er)， 若 T 居 (@ 一 二 2 二 二)， (2.23) 
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Ié"°(T)|&C, Yr € R,vn, (2.24) 
其 中 C 为 一 个 与 7 及 nt 无 关 的 正常 数 . 

注意 到 + 去 d, 必 存 在 po > 0, 使 得 当 n 充分 大 时 
1 
n 


EpodN (didt ) = 下 (2.25) 


于 是 , 当 0<T< po 时， 六 (t 一 7) = E(t 一 7). 这 样 ， 对 任何 绘 定 
的 PE (0, po), 注意 到 (2.23) 式 、 当 n 适当 大 时 易 知 有 


[Hr elt dr 
= / ® HO,€(D),€(t ~ Tar 
+ 人 nen(benr 人 -rdr (2.26) 
但 由 假设 (2.21) 式 知 
Bn/ Hr,é), 8( -7ar 
= /Hr,é(0),é(t 7))ar, (2.27) 


此 外 , 由 (2.20) 、 (2.23) 一 (2.24) 及 勒 贝 格 (Lebesgue) 控制 收 伍 定 
理 ， 有 


lm, He E086 Dar 
= 人 ™ H(7,€00), €(t — 7))dr, (2.28) 
从 而 (2.22) 式 成 立 ， 引 理 证 毕 . 


定理 2.1， 对 于 给 定 的 单 积分 形式 (2.18)， 满足 假设 (A1) 一 (As) 
的 局 及 再 是 唯一 确定 的 . 


证 明 ”只 需 证 明 : 车 五 (7,6 9 满足 假设 (A1) 一 (As), 且 对 任 
何 给 定 的 E C4(TR; IR3X3) 成 立 


GeO) + f° HO él), élt ~ rar =0, WieR, (229) 
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™ G(é) =0, H(r,é,n) = 0. {2.30) 
首先 ,在 (2.29) 式 中 取 《( 昌 为 常 值 &, 由 假设 (Al) 立 得 
G(6 =0, Vvé es, (2.31) 
这 样 ， 由 (2.29) 式 ， 对 任何 给 定 的 &(t) E G20R; IR3X3) 成 立 
/ ~ H(,é00), (1)dr = 0. (2.32) 


对 任意 给 定 的 ,mE IR3*3 及 6 > 0, 作 


/nn 若 se[-50], 
9)= { &， 若 s 取 其 它 值 


这 样 构造 的 《(s) 有 两 个 间断 点 ， 且 分 段 取 常 值 , 由 引 理 2.1, (2.32) 式 
对 这 种 6(5) 仍然 成 立 , 由 此 并 注意 到 假设 (A1), 对 任意 给 定 的 上 > 0， 
易 知 有 


[Hr, el), lt ~ 7))ar 
中 + 
= / H(n,é,mdr =0, v6>0. (2.33) 
将 上 式 除 以 5 后 责令 5 一 0, 即 得 
H(t,é,%) = 
这 就 证 明了 定理 2.1. 


注 2.1， 由 上 述 证 明 可 见 ， 只 要 百 (r,E,9) 满足 假设 (A1) 及 
引 理 2.1 的 条 件 ， 且 对 任意 固定 的 &,7 € IR3X3 关于 7 连续 ， 则 定理 
2.1 的 结论 仍然 成 立 . 


2.2. 耗 散 不 等 式 及 其 推论 
由 于 不 考虑 热传导 效应 , 由 上 章 (2.25) 及 (2.32) 式 知 , 能 量 守恒 
方程 在 现在 的 情况 下 化 为 


= 交 2 2.34 
Pg A 区 PoY, (2.34) 
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而 灶 不 等 式 则 化 为 
On 


>2. (2.35) 
3 
在 (2.34) 与 (2.35) 两 式 中 消去 Y, 即 得 
Oe Ov: On 
宇 _ jy po <0. 2. 
Pm 光 m 吕 pb ge <0 (2.36) 
在 等 温 即 6 惜 为 常数 的 情况 ， 引 入 交 姆 替 兹 自由 能 从 二 6 一 Om， 
) 式 可 改写 为 
Ow Of 
mS 之 py- 训 fy (2.37) 


更 一 般 地 ， 对 单 积分 形式 《2.18), 如 果 存 在 一 个 标量 单 积分 形式 
we) = e+ mi(7, €(2), €(t — 7))dr (2.38) 


dé) > pte) OD, WE CR; RS), (2.39) 


其 中 piy(é) 为 由 (2.18) 式 给 出 的 二 阶 张 量 FE!) 的 分 量 ， 则 称 单 积 
分 形式 (2.18) 是 耗 散 的 , 而 (2.39) 式 称 为 相应 的 耗 均 不 等 式 , w(é 
称 为 (2.18) 的 耗 散 势 , 对 本 标量 单 积分 形式 (2.38) 右 端的 1(&) 与 
mm(7, 老 , 思 ), 则 要 求 它们 分 别 满足 类 似 于 G(E) 与 百 (7, 9) 所 满足 
的 条 件 . 

由 (2.37) 式 可 见 ， 若 粘 弹性 体 的 刻 姆 霍 交 自 由 能 存在 、 上 且 可 由 -- 
单 积分 形式 表示 ， 则 由 《2.4) 式 给 出 的 本 构 关系 是 耗 获 的. 

当 G 及 理 满足 什么 条 件 时 ， 相 应 的 单 积分 形式 (2.18) 足 耗 散 
的 呢 ? 下 面 的 定理 ( 见 间 ]) 将 给 出 一 个 充分 必要 条 件 . 当 GQ 及 百 满 
是 这 个 条 件 时 ， 还 可 以 直接 由 它们 构造 出 标 址 单 积分 形式 (2.38) 右 映 
的 1 与 m. 


定理 2.2.。 单 积分 形式 (2.18) 为 耗 散 的 充分 必要 条 件 为 ， 对 任 
意 给 定 的 &.nERY3 及 7T>0， 


DeG(é), De H(7, é,n) (2.40) 
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是 对 称 的 ， 且 成 立 


fe OH(r, ¢,m). dés0, (2.41) 
n 


3 

其 路 且 .dC 二 》 BihijdGiy, 即将 其 视 为 两 个 3 x 3 维 向 量 的 内 
j=1 

积 ， 下 同 . 


说 明 1. DeG(é) = ee) 为 四 阶 张 量 ， (2.40) 式 中 所 


要 求 的 DEC(6) 的 对 称 性 意味 着 


oil) Bagu(6) ，， 
一 一 12,3). 2.42 
Bu Dey (3 ) (2.42) 
对 De 了 H(7,é&,) 的 对 称 性 同样 理解 . 
说 明 2。 假设 DeG(6) 和 De 了 H(7,é&,) 是 对 称 的 , 类似 于 第 一 
章 的 引 理 6.2, 可 知 必 存在 标量 函数 1(&) 及 m(r,E, 人) 使 得 


og = 台 
如 (nD = 2 


Vr > 0,€,7 € R33,5,7 = 1,2,3. 
事实 上 ， 这 样 的 i(é€) 及 m(7,é&,) 可 分 别 由 下 述 积分 给 出 : 
€ 
i€) = /cad (2.43) 
€ 
mném = f Hr,é,m dé. (2.44) 
7 


显然 , 在 对 称 性 (2.40) 成 立 的 条 件 下 , 以 上 二 积分 及 (2.41) 式 左 端的 
积分 均 与 积分 路 径 无 关 . 


在 证 明定 理 2.2 之 前 ， 先 给 出 以 下 几 个 引 理 . 
引 理 2.2. 设 7p{(7,E,7) 满足 假设 (和 1) 一 -(A3), 则 


”= dé 7) 
hh Domln él €t—D)). SETar 
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= fOrm(r, é(D), élt — 7)dr, We CHR; RS), 


(2.45) 
其 中 Dama(TE 四 ) 表示 二 阶 张 量 (sn), 而 Wi 为 二 阶 张 量 
9 的 分 量 ， 
证 明 记 
G7) = Dam(r, (0), (7)) EEED. (2.46) 


dt 


由 假设 (A2) 及 用 € OUR;IR3*3) 知 $9 € (0,00)， 注 意 到 
dt 一 分 dé(t —7) 


$7) = Om(n lO), él = 7)) ~ Em(r, (0), lt =). (27) 
利用 假设 (As) 及 (As) 容易 验证 
当 了 一 十 co 时 ，mplTEn) 一 0 (2.48) 


对 名作 E 五 一 致 地 成 立 ， 其 中 K 为 下 ?3 中 任 一 给 定 的 紧 集 ， 这 
样 ， 注 意 到 当 t 一 一 oo 时 上 (t) 的 有 界 性 ， 由 上 式 就 得 到 


广告 nn, €(0), 8 — Pdr 
= —m(p,é (t), €(t — p)) 
= / Bm(r, (8), €(£ — Pp)dr, Vp>0. (2.49) 


从 而 由 (2.47) 式 ， 就 有 
snar 
, oo 
= /indr+ 人 amtfrElbDeG 一 r)dr 
一 广 am 人 net-D)dr，vp>0 (2.50) 
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显然 pg 
当 p 一 +0 时 ， 人 or)dr -0. (2.51) 


再 利用 假设 (和 A1) 和 假设 (As) 中 的 (2.17) 式 , 得 


(Orm(r, 0), €(t — p))| 
= | é(t), €(t — p)) ~ Or-m(r, 02), €())| 
< a(T)é(t — p) — é&(.. (2.52) 


这 样 ， 再 注意 到 假设 (As) 中 的 (2.16) 式 ， 易 知 
当 p 一 +0 时， / ™ Bm(r, (0),€(t — p))dr » 0. (2.53) 
p 


在 (2.50) 式 中 , 令 p 一 +0, 并 注意 到 (2.51) 、(2.53) 和 (2.46) 
式 ， 即 得 (2.45) 式 ， 引 理 证 毕 . 
引 理 2.3. 设 EeClORIR3*3) ,te 了 ee 职 2x3, 则 存在 
名 ER; 职 ?3) 使 担当 一 co 时 ， 
ET) 一 Er) 对 了 E( 一 co 月 一 臻 地 成 立 ; 
dm 0D 


， Vr € (-00,); 
en 
2 对 TE (一 oo, 日 及 关于 六 均一 致 有 界 ， 


且 对 一 切 Nn, 成 立 


#0) =e0,， SD -eo 


这 个 引 理 的 证 明 作为 习题 留 给 读者 (见习 题 4). 


定理 2.2 的 证 明 ”首先 证 明 条 件 (2.40) 一 (2.41) 的 必要 性 . 假 
定 存在 标量 单 积分 形式 (2.38) 使 耗 散 不 等 式 (2.39) 成 立 . 将 (2.38) 
式 关于 鞋 求 导 一 次 ， 得 

du(€) _ 0 

a = Dew(é)- 
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dé(t —7) 
一 一 (d 

王 


+ [Dimlr ge) 
(2.54) 


中 
Dew(é’) = Da(é + Dem(r, €(t),€( — 7T))dr (2.55) 


表示 单 积分 形式 (2.38) 关于 & 的 现时 值 &(t) 的 导数 ， 称 为 单 积分 形 
式 (2.38) 的 坚 时 导数 . 将 (2.54) 式 代入 耗 散 不 等 式 (2.39), 就 得 到 


Deve) ~ Fe) i 
+ {Damn él yet 四 
<0, Vvé E CU( 有 ;了 3x3)， (2.56) 
在 上 式 中 ， 先 取 &(t) 为 引 理 2.3 中 的 站 ( 如 , 再 令 n> oo, 可 得 
(Dew(é) — FED) .ce 


+ {Dumlr, é(D, é(t —r 
<0, vé € OLR; R33), Ye € 及 3x3 (2.57) 


dé(t —7) 
a dr 


让 EE Da 


由 此 立即 可 得 


Drakr ,0 7) dr<o, 
VEEON(RRYS) (2.58) 


Dew(é) - RE) =0. (2.59) 
注意 到 (2.55) 式 ， (2.59) 式 又 可 写 为 
Re) = Date)+ 太 Demtregtt-n)dr (2.60) 
此 外 ， 由 引 理 2.2，(2.58) 式 可 写 为 
/ Om(7, €(D), (t= 7)dr<0, Ve e OHIR; RS), (2.61) 
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注意 到 Bm(7,é&.) 满足 引 理 2.1 中 县 (7,é&, 9) 所 满足 的 条 件 ,重复 
定理 2.] 的 证 明 步 又 ， 由 (2.61) 式 可 得 


nT EME Yr >0,€ne mR. (2.62) 
将 上 式 关于 了 从 7 到 二 co 积分 并 注意 (2.48) 式 ， 就 得 到 

m{7,€, 020, Yr > 0,€,n eB. (2.63) 
于是 ， 由 假设 (A1), m(7,é&,) 在 二 时 取 最 小 值 ， 从 而 

Dem(7,é&,€) =0, Vr > 0,é € R33, {2.64) 
即 Dem(7,é&,m) 也 同样 满足 假设 (A1). 比较 (2.18) 与 (2.60) 两 式 ， 
击 单 积分 形式 的 唯一 性 (虽然 Derm(r,E, 7) 不 完全 满足 假设 (Ai) 一 
(Asa), 但 由 注 2.1 可 见 ， 在 现在 的 情况 下 ， 定 理 2.1 仍然 成 立 ), 有 


CGO = Da), Hlr,é,mD = Dem(r,é,, 
Yr > 0,8,n € R33, (2.65) 


这 证 明了 DeG(é) 和 De H(7,é&,) 的 对 称 性 ， 且 
6 
m(7,€,) = 人 H(n, CW -de. (2.66) 


再 由 (2.62) 式 就 得 到 (2.41) 式 ， 必 要 性 证 毕 . 

现 证 条 件 (2.40) 一 (2.41) 的 充分 性 ， 设 条 件 (2.40) 及 (2.41) 成 
立 , 则 (2.43) 及 (2.44) 式 右 端的 积分 与 连接 上 及 的 积分 路 径 无 关 ， 
并 将 由 它们 定义 的 函数 分 别 记 为 1(é) 与 ?zfT,E 人. 此 时 ， 由 (2.38) 
式 给 出 的 单 积分 形式 w(&:) 必 满足 耗 散 不 等 式 (2.39), 即 充分 性 成 立 . 
事实 上 ,由 (2.41) 式 及 m(r,E,9 的 表达 式 (2.44), 有 


OnemS0，wTr>0677EIR33. (2.67) 


再 由 (2.62) 式 开始 ， 按 在 证 明 必 要 性 时 相反 的 方向 推导 ， 即 可 证 得 
( 名 ) 满足 耗 散 不 等 式 ， 定 理 证 毕 . 


下 面 我 们 讨论 两 个 特殊 情况 . 
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1° 单 积分 形式 (2.18) 中 的 核 具有 以 下 形式 : 
H(r,é,D = H(r,€) - Hr,n). (2.68) 


为 了 保证 发 的 唯一 竹 ， 通常 要 求 对 某 一 指定 的 69 € IR3X3 (一 般 取 
名 一 站 ,成 立 


让 (re) = 0， (2.69) 
对 于 具有 这 种 核 的 单 积分 形式 (2.18), 其 瞬时 导数 为 
Dere) = DeG(ét) + {DeB(r élWar. (2.70) 


这 样 ， 对 两 个 张 其 函数 ,6 € C2(IR, IR3*3), 如 果 它 们 在 t 时 刻 的 什 
相同 ， 即 成 立 
€(t) = ¢0), (2.71) 
就 有 
De PLé€') = De P(E'). {2.72) 
这 就 是 说 , 具有 形 如 (2.68) 这 种 核 的 单 积分 形式 ,其 瞬时 变化 与 如 在 
之 前 的 历史 无 关 ， 这 是 一 种 在 应 用 上 很 重要 的 情况 . 


定理 2.3。 具有 形 如 (2.68) 这 种 核 的 单 积分 形式 【2.18) 为 耗 散 
的 充分 必要 条 件 是 


DeG(€), De Blr, €) 对 称 ，Yr > 0,€ € RS’, (2.73) 
且 
全 砚 (T,E) 是 二 的 四 (上 丁 ) 油 数 ， (2.74) 
其中 
mn,€) = fo Bl Od. (2.75) 


证 明 ”由 定理 2.2, 在 这 个 定理 的 证 明 中 ,唯一 需要 说 明 的 是 (2.74) 
式 . 对 (2.68) 这 种 形式 的 核 吾 (7,é&, 忠 , 定理 2.2 中 的 (2.41) 式 化 为 


E 本 
h BH(r, 0 -dC<0:B(n, (EW (76) 
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由 《2.75) 式 ， 上 式 又 可 写 为 


饭 疯 (7 本 一 市 疯 (m De 站 疯 (7, Dt 一 DD), 
vr>0éneRYs, (2.77) 


它 等 价 于 包 疯 ( 和 的 四 性 . 


注 2.2. 由 定理 2.2 及 2.3 不 难看 出 ， 在 条 件 (2.73) 和 (2.74) 
注 足 时 ， A&') 的 耗 散 势 w 人 如] 的 核 为 


m(n,é€, 0) = Rn,€) -Rn — HBr, (€ -DD (2.78) 
且 注 意 到 7 一 十 oo 时 ， 仙 (7,&) 一 0, 由 (2.77) 式 可 得 
帝 (~, 上 是 专 的 凸 (下 同 ) 函数 {2.79) 
2° 单 积 分 形式 (2.18) 的 核 具 有 以 下 形式 ， 
Hl(r.é€, = BH(7,é€ —). (2.80) 
此 时 ， 由 定理 2.2 立即 有 


定理 2.4， 具有 形 如 (2.80) 的 核 的 单 积分 形式 【2.18) 为 耗 散 的 
充分 必要 条 件 是 


DeG(é), De BH(r, é) #4， Vr > 0,€ € 有 R2x3， (2.81) 
且 
Om(7, é) <0, Vr > 0,€ € 有 3x3， (2.82) 
其 中 
mm) = { Br, Ode. (2.83) 


注 2.3、 在 条 件 (2.81) 及 (2.82) 满足 时 ， 单 积分 形式 ED 的 
耗 散 势 w(&) 的 核 为 


mM(n, 6 = (7,€ ~ 0), (2.84) 
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且 由 (2.82) 式 可 得 
(7,€)20, Vr > 0,€ € RY. (2.85) 


注 2.4. 对 具有 以 上 两 种 特殊 形式 核 的 单 积分 形式 ， 如 果 作 为 
粘 弹 性 材料 的 本 构 关 系 ， 一 般 来 说 不 满足 客观 性 假设 ， 


2.3， 线性 粘 弹性 本 构 方程 
设 参 考 构 形 2 是 粘 弹 性 体 的 自然 状态 ， 即 设 此 时 应 力 张 其 为 零 . 
假定 在 参考 构 形 附 近 有 一 小 变形 ， 即 假设 成 立 


[FC) — Hew < 1, (2.86) 
这 里 二 阶 张 量 的 上 (0, co) 模 指 的 是 其 一 切 分 量 的 Zee(0, co) 模 中 的 


最 大 者 . 
记 


Ver) = F*(7) —1, (2.87) 
其 中 以 二 好 一 名 为 位 移 向 量 ， 于 是 本 构 方程 (2.4) 可 以 写 为 
RD = G(T+ Vu()) + / ~ HC,I+ Vu(t), T+ Vult — 7))dr. 
(2.88) 
这 里 为 了 简单 起 见 ,以 Pt) 表示 RE9， 注 意 到 GD = 0 及 
五 (7, 工 站 = 0 ( 见 (2.19) 及 (2.7) 式 ), 可 将 上 式 改写 为 
PH = (DG + 三 ptr Dar) vault) 
十 人 ”DiE(r 1, DVult — 7)dr 


+o(] Vu) lst0,00)), (2.89) 
其 中 四 阶 张 量 与 二 阶 张 量 的 乘积 DeGYu 定义 为 如 下 的 一 阶 张 量 
oa Ou 
5 一 1 au pr 】 ， 其 余 类 同 ， 


A'(7) = DH(7, LT) (2.90) 
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及 
4(0) = DeG(D + 人/ DeE(r, 工 Ddr. (2.91) 


可 在 fo,+cc) 上 唯一 决定 -一 个 取 值 为 四 阶 张 量 的 函数 A(7) = 
《aaa(r)),， 称 为 单 积分 形式 (2.18) 相应 于 自然 状态 的 松弛 张 量 这 
翌 ， 本 构 方 程 (2.89) 式 可 写 为 


Pt) = AOVul) + f° A Vault Tar 
+o(| Tw) wt00)). (2.92) 


定理 2.5。 设 入 (7) 为 耗 散 的 单 积 分 形式 (2.18) 相应 于 自然 状 
坊 的 松弛 张 量 ， 则 
(1) 对 一 切 7 光 0, 4(r) 为 对 称 ， 即 awk(r) = aptiy (7); 
(2) 在 了 > 0 时 ，4(7) 半 负 定 。 A'(7)&0, 即 
3 


2 mT 0, VE= (65) € R33 


k=l 
(3) 在 了 > 0 时 ，AN(T) 半 正 定 。 AM(7) 之 0, 即 
3 
D> on Esén20, VE= (€) € RS. 
bhol=l 
证 明 由 上 至 (7,E,9 满足 假设 (Ai), 易 知 
De ES = -Dy BH(r,é,é€), ve e RS. (2.93) 
于 是 , 由 定理 2.2, Dy 县 (7, 了 了 是 对 称 的 , 再 利用 (2.90) 式 , 就 得 到 
和 (7) 在 7 > 0 时 的 对 称 住 . 又 由 定理 2.2 及 (2.91) 式 ，A(0) 也 
是 对 称 的 、 这 就 证 明了 (1). 


设 mm(T,E, 人 ) 为 单 积分 形式 (2.18) 的 耗 散 势 的 核 , 由 定理 2.2 证 
明 中 的 (2.63) 和 《2.62) 式 ， 我 们 有 


mMm(T,€, 20 Brm(r €, 0 <0, 
Yr > 0,€,n € R33, (2.94) 
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由 此 ， 并 注意 到 m(7,€, 自 == 人 mm(7,&,&) = 0, 可 知 (Te 9) 与 
Bm(7T,é&,0) 在 和 9 二 时 分 别 取 最 小 值 与 最 大 值 . 于 是 有 


Dym(7, &,€) = 0, {2.95) 
D2m(r. &, €)>0 (2.96) 

及 
D20,rmn(7, &, €)<0 (2.97) 


对 任意 给 定 的 7 > 0 及 & E IR3*3 成 立 , 类 似 于 (2.93) 式 , 由 (2.95) 
式 可 得 
DeDaym(7, €,é€) = —D2m(7, &€, é€). (2.98) 


此 外 ， 由 定理 2.2 后 面 的 说 明 2, 县 (7, ,7) = Dem(7,é&,). 于 是 
DH(lr, LD = DeDym(r, LD = -Dim(r, LD). {2.99) 


这 样 , 利用 (2.96) 一 (2.97) 及 (2.99) 诸 式 , 由 (7) 的 表达 式 (2.90) 
立刻 可 得 (2) 及 (3) 的 结论 . 定理 2.5 证 毕 . 


在 (2.92) 式 中 忽略 高 阶 小 量 ， 将 其 线性 化 后 就 得 到 
Ft) = A(O)Vult) + / A(T)vult dr (92.100) 


写成 分 量 形 式 即 为 


pij(t) = 六 osn(0) Se 


k,l=1 
:Ee ou R(t Tr (j= 12,3). 
(2.101) 


这 就 是 线性 烙 弹 性 体 的 本 构 方 程 . 
在 忽略 高 阶 小 景 进行 线性 化 后 ， 彼 奥 拉 应 力 张 量 已 与 柯 西 应 力 张 

其 下 是 一 样 的 ， 于 是 ， 由 柯 西 应 力 张 基 的 对 称 性 ( 见 第 五 章 定理 3.2) 

及 (2.101) 式 , 松弛 张 晤 A(7) = (asjm(7)) 还 具有 以 下 的 对 称 性 ， 


Gia(T) = qjzi(T) (ij k,l = 1,2,3). ” (2.102) 
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再 注意 到 定理 2.5 的 结论 (1) (其 中 4(7) 的 对 称 性 系 指 : Qut(7) 一 
ohai(7))， 就 得 到 及 (7) 具有 以 下 对 称 性 : 


ijkt(T) = aply(T) = Anat(7) = QijIk(T). (2.103) 


考虑 到 仿 (T) 的 上 述 对 称 性 ， 线 性 粘 弹 性 体 的 本 构 方程 (2.101) 
式 可 以 改写 为 


3 
Pit) = Qijkt (0)enm(t) 


:fe aljul(T)enlt — 7T)dr (i = 1,2,3), 


(2.104) 
其 中 
en = 了 (个 + 史 】 (2.105) 
为 无 穷 小 应 变 张 量 百 的 分 量 ， (2.104) 式 还 可 简写 为 
Pt) = A(O) EC) + D+ A'(T) E(t -7)dr. (2.106) 


(2.104) 或 (2.106) 式 是 常见 的 线性 粘 弹性 力学 中 的 本 构 方程 ， 其 中 
人 (0) 也 称 为 瞬时 弹性 张 量 , 又 当 百 (7) 不 依赖 于 时 间 了 时 , 由 (2.106) 
式 有 PE) = 44(+oo) 吾 其 中 Al400) = Jim 4(T), 因而 4(+oo) 
称 为 平衡 弹性 张 量 ， 

易 见 本 构 方 程 (2.106) 又 可 写 为 如 下 形式 : 


P9=4OaO+ 上 人 本 4 人 站 Brjdr (2.107) 


如 果 将 瑟 (t) 视 为 未 知 函 数 ， 上 式 是 一 个 关于 刀 (#) 的 卷 积 形式 的 沃 尔 
秦 拉 型 的 积分 方程 组 .在 一 定 条 件 下 ， 由 (2.107) 式 可 解 得 


E(t) = B(O)R(t) + f _ Blt ~ 7) Pr)dr, (2.108) 
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其 中 BB(#) 为 一 个 四 阶 张 基 函数 ， 称 为 蠕 交 汉 量 ,关于 松弛 张 量 入 ( 台 
及 里 变 张 其 召 (人 的 物理 意义 ， 将 在 下 文中 说 明 . 


下 面 讨 论 各 向 同性 的 粘 弹 性 材料 对 各 向 同性 材料 ， 四 阶 张 量 
有 (7) = (asia(7j) 号 各 向 同性 张 基 ,由 四 阶 各 向 同性 张 直 的 一 般 形 
式 ( 见 附录 一 ), 有 


Qi (T) = A(T GR + (Tiroy + BT)Oa6g, {2.109) 
其 中 入 (7) 、Q(7) 及 六 (7) 均 为 标量 晒 数 ， 记 
H(7) = 3(alr) + B(7)), (2.110) 


由 (2.109) 式 并 注意 到 二 阶 张 基 吾 (z) 的 对 称 性 , 易 知 本 构 方程 (2.104) 
可 写 为 如 下 形式 ， 


Pislt) = A(O) (en(t) + e22(t) + esa(t))6, + 2u(0)es(t) 
+55 Nr)(en(t — 7) + elt — 7) + esalt — 7))dr 


+ 广 2 (r)es(t — T)d7, (2.111) 


其 中 和 (7) 及 ju(T) 称 为 拉 梅 松 强 模 量 , 这 就 是 各 向 同性 的 线性 粘 弹性 
材料 的 本 构 方程 ， 上 式 给 出 的 是 应 力 - 应 变 关系 .也 可 相应 地 给 出 应 
变 ”应 力 形式 的 本 构 方程 
由 (2.111) 立即 可 得 
pylt) = a(Oey(d) + / ”afrjejft 一 rjdr 
(了 = 1,2,3,i 关 有)， (2.112) 


其 中 
a1{7) = 2p(7). (2.113) 


此 外 ， 在 (2.111) 中 令 i 二 j, 并 对 i 从 1 到 3 求 和 ， 就 得 到 
Pui(t) + p22{t) + pss(f) 
= Q2(0)(en(t) + ez2(t) + esalt)) 
十 广 Q(T)(eu(t—7) + elt — 7) + eas(t — 7T))dr， 
(2.114) 
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其 中 
a2(7) = 3A(T) + 24(7). (2.115) 
类 似 地 ， 我 们 还 可 以 给 出 相应 于 (2.112) 及 (2.114) 式 的 应 变 一 
应 力 关系 : 


es) = hpo(O) + Kr)patt Tdr 
(人 了 = 12,3,1 地 帮 (2.116) 


en(lt)} + e22(t) + ess(t} 
= ba(0)(pu(t) + p22(t) + pa(t)) 
+ /pal ~ 7) + poolt —7) + pealt — 7))dr. 
{2.117) 


在 以 上 诸 式 中 出 现 的 函数 al 、Q2 与 bh 、b 分 别称 为 松弛 西数 
与 奸 变 函数 正如 在 弹性 力学 中 A 表示 剪 切 模 其 ， 入 十 3 表示 体积 
弹性 横 量 一 样 ， al 、 且 与 og 、 本 为 分 别 对 应 于 剪 切 变形 与 体积 膨 
胀 的 松弛 函数 和 蜂 变 函数 ， 

下 面 进 一 步 讨 论 松弛 函数 与 蜂 变 函数 的 意义 和 性 质 ， 为 此 ， 我 们 
将 (2.112) 及 (2.114) 式 统一 写 为 如 下 形式 : 


alt) = a(0)e(t) + / Yr)elt ~ Tdn, (2.118) 


其 中 0 与 8 分 别 为 相应 的 应 力 与 应 变 ， 而 松弛 函数 a(7) 则 根据 所 讨 

论 的 情况 分 别 取 a1(7) 或 a2(7). 这 里 指出 ， 对 一 维 问题 ( 见 本 章 83)， 

本 构 方程 也 取 (2.118) 的 形式 ， 而 县 如 果 所 讨论 的 是 纯 剪 切 变形 ， 则 

Q(7) = Qa1(7). 这 说 明 讨 论 形 如 (2.118) 的 本 构 方程 本 身 也 是 具有 重 
设 从 t 二 0 开始， 产生 一 个 常 应 变 e(t) 二 so, 即 设 


elt) = eoH(t), {2.119) 


其 中 so 为 常数 ， 而 
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为 厅 维 赛 德 函数 , 有 (2.118) 式 ， 相 应 于 这 一 应 变 ， 有 
(= goa(t). (2.120) 
从 力学 的 角度 看 ， 显 然 应 该 有 
a(é)>0. (2.121) 


此 外 ,对 于 这 样 一 个 常 应 变 , 随 着 时 间 的 增加 , 粘 弹 性 体 的 应 力 应 该 逐 
渐变 小 ， 即 其 状态 逐渐 松弛 ( 见 图 7). 这 就 是 a( 引 称 为 松弛 函数 的 理 
由 . 因此， 松弛 函数 a(t) 应 是 的 单调 减少 函数 ， 即 


or 人 <0. (2.122) 


本 构 方程 (2.118) 说 明 , 在 时刻 的 应 力 o(t), 依赖 于 该 时 刻 前 的 整个 
应 变 历 史 ef(7) = elt 一 7), 7 E [0, 十 00). 从 直观 的 角度 看 ， 现 时 刻 
的 应 力 ， 对 应 变 在 历史 上 不 同时 刻 值 的 依赖 程度 当然 不 会 是 相同 的 ， 
且 对 应 变 在 历史 上 越久 远 时 刻 的 值 的 依赖 程度 应 该 越 弱 ， 这 通常 称 为 
资 减 记忆 (fading memory) 假设 . 基于 这 个 假设 ， 在 应 力 对 应 变 史 的 
依赖 关系 中 ， 对 于 应 变 在 历史 上 不 同时 刻 的 值 不 能 同等 对 待 ， 并 可 通 
过 在 依赖 关系 式 中 引入 一 个 权 西数 来 体现 ,事实 上 ， 本 构 方程 (2.118) 
右 端 的 w(7) 就 起 着 权 函 数 的 作用 , 这 样 ， 根据 衰减 记忆 假设 ,松弛 区 
数 at7) 还 应 满足 


lat)|zla l(t)|, YO<H <t. (2.123) 


a 
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注意 到 (2.122) 式 ， 上 式 可 写 为 
a'{ti salta), VO<ti<t, 
即 W'( 应 是 + 的 单调 增加 中 数 : 
a(t) 20. (2.124) 


(2.122) 及 (2.124) 式 与 定理 2.5 给 出 的 结果 是 一 致 的 . 
与 应 力 - 应 变 关系 (2.118) 式 相应 的 应 变 ~ 应 力 关系 为 


elt) = 0)a(é) + 人 “ylr)olt— 7)dr, (2.125) 


其 中 里 变 函数 5(7) 根据 所 讨论 的 情况 分 别 取 ar) 或 bo(7). 假定 从 
t 一 0 开始 ， 施 加 一 个 常 应 力 fb 二 co, 即 设 


olt) = ooH(t), {2.126) 
其 中 ao 为 一 常数 ， 相 应 于 这 一 应 力 ， 由 (2.125) 式 有 
elt) = oob(t). (2.127) 
显然 应 该 有 
b(t)>20. (2.128) 


此 外 ， 在 一 个 常 应 力 的 作用 下 ， 随 着 时 间 的 增加 ， 应 变 应 该 增 大 ， 因 
此 ， b(t) 应 是 t 的 单调 增加 应 数 ， 即 


b(t)>0. (2.129) 
对 于 网 变 函 数 b(t), 误 减 记忆 假设 给 出 
BE) (a) WO < < 
注意 到 (2.129) 式 ， 上 式 可 每 为 
bt) (ta), VO<H < 
即 Y() 应 是 芋 的 单调 减少 函数 ， 
[AGESIN (2.130) 


以 上 讨论 说 明 : 函数 b(t) 随时 间 的 增加 而 增 大 ， 但 其 增长 速度 却 越 来 
越 慢 ( 见 图 8). 这 种 情况 称 为 蝎 变 . 这 就 是 b(t) 称 为 蠕 变 画 数 的 原因 ， 
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下 面 我 们 粗略 地 分 析 一 下 如 何 由 松弛 函数 及 蜂 变 函数 来 区 别 所 讨 
论 的 材料 是 烙 弹 性 固体 还 是 粘 弹 性 流体 ， 如 81.1 中 所 述 ， 弹 性 体 是 男 
体 , 受 荷 载 作用 产生 变形 , 而 在 荷载 取消 后 ,变形 立刻 消失 ; 粘性 媒质 
为 流体 ， 受 荷载 作用 产生 变形 ,而 在 荷载 取消 后 ,变形 不 会 消失 ,会 留 
下 未 久 的 变形 ， 粘 弹性 材料 介 于 以 上 两 种 情况 之 间 ， 一 般 难以 区 分 其 
为 固体 还 是 流体 , 但 是, 例如 同 为 烙 弹 性 材料 的 塑料 与 沥青 ,其 特性 还 
是 不 一 样 的 : 前 者 具有 固体 的 特性 , 而 后 者 则 更 接近 流体 . 下 面 我 们 根 
据 前 述 的 分 析 来 粗略 地 (而 不 是 严格 地 ) 区 分 何 种 粘 弹 性 材料 是 固体 ， 
而 何 种 炸弹 性 材料 是 流体 . 

出 (2.129) 和 (2.130) 式 ， W(t) 是 非 负 减 函数 ， 若 


V(to0) = ,lim, b(t) =0, (2.131) 
则 称 相应 的 材料 为 烙 弹 性 固体 ; 而 车 
V+00) > 0， (2.132) 


则 称 相应 的 材料 为 粘 弹 性 流体 . 
现 说 明 上 述 区 分 的 合理 性 . 设 在 t= 鼠 时 突然 施加 一 个 常 应 力 oo， 
并 在 上 = t2 时 突然 印 去 该 应 力 . 由 (2.125) 式 可 得 , 当 t 一 十 oo 时 ， 


s(t) = (b(t —t) — bt — ta))oo0 = H(t+o0) (ta — ti)oo. (2.133) 
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因此 ， 当 条 件 (2.131) 成 立时 ， 随 善 时 间 + 的 增加 ， 变 形 最 终 趋 于 消 
失 ， 材料 具有 固体 的 特征 ， 而 当 条 件 (2.132) 成 立时 ， 不 管 过 多 长 时 
间 ， 变 形 都 不 会 消失 ， 当 一 十 co 时 ,将 留 下 永久 的 变形 ， 这 符合 流 
体 的 特性 ， 
对 十 81 例 3 中 给 出 的 麦克 斯 书 模型 ， 由 (1.7) 式 容易 看 出 ， 此 时 
; (2.118) 导 (2.125) 中 的 a(t) 及 b(t) 分 别 为 


4 一 he 各， = 了 ++ i (2.134) 
显然 有 5 二 00) = BL) = 了 > 0, 因此 这 个 模型 具 粘 弹性 流体 的 特 
性 ， 而 对 于 $1 例 4 中 给 出 的 开尔文 模型， 由 (1.12) 式 容易 看 出 相应 
地 有 


b(D) = 20 ett). (2.135) 


在 这 种 情况 ，( 二 00) = 0, 因此 开尔文 模型 共有 粘 弹 性 同体 的 特性 . 
在 烙 弹 性 力学 中 ， 线 性 粘 弹 性 固体 的 松 闻 消 数 常 取 如 下 形式 : 


alt) = gao + a1e-*, (2.136) 


其 中 Go 、a1 及 上 均 为 正常 数 . 更 一 般 地 ， 对 - 些 高 分 子 上 案 合 物 ， 划 
从 弛 函数 有 以 下 形式 : 


六 下 
a 人 的 一 四 十 >》 ae 六， (2.137) 


t=1 


中 90 、@ai 及 jh (i 二 1 六) 均 为 让 常数 . 

下 面 说 明 松 站 函数 由 《2.137) 式 给 出 的 粘 弹 性 材料 必 为 固体 ， 为 
此 我 们 证 明 一 个 更 一 般 的 结论 : 车 a() 为 满足 条 件 (2.121) 一 (2.122) 
及 (2.124) 的 充分 光滑 函数 ， 量 


a(+eo) #0. (2.138) 


则 必 成 立 (2.131) 式 . 为 简单 计 , 没 t<0 时 ，o 三 e 三 0. 对 (2.118) 
和 (2.125) 一 式 分 别 作 拉 营 拉 斯 (Laplace) 变换 ， 并 注意 到 拉 普 近 斯 
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变换 的 性 质 (参见 [11]), 易 知 可 得 
= sd(s)é(s), (2.139) 


s) = sb(s)5(s), (2.140) 


全 及 


5 表示 0 的 拉 普 拉 斯 变换 等 等 出 以 上 两 式 有 
sa(s)b(s) =1. | (2.141) 
再 注意 到 拉 普 拉 斯 变换 的 初 值 定理 ， 有 
a(+0) = 7 lim sa(s), b+0) = ,lim sb(s). 
于 是 ， 由 (2.141) 式 给 出 
a(0)8(0) = 1. (2.142) 
利用 (2.141) 一 (2.142) 式 及 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 ， 容 易 验 证 
af0)P(s) + b(O)a(s) 二 mr(s)p(s) = 0. (2.143) 
对 (2.143) 式 进行 拉 普 拉 斯 道 变换 ， 即 得 
alOz(Gb +f a 人 -7Jgrjdr=0 (2.144) 


将 上 式 关于 了 从 0 到 积分， 并 交换 积分 次 序 ， 且 利用 (2.142) 式 
得 到 , 
b(0)alt) + 人 aolr) tr)dr = 1. (2.145) 


注意 到 a( 十 00) > 0, 若 W{ 十 00) > 0, 则 当 + 一 十 00 时 ， 必 有 
[ am rdr -Too (2.146) 


但 (2.146) 式 与 (2.145) 式 不 可 能 同时 成 立 ， 所 以 必 成 立 (2.131) 式 . 
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83. 粘 弹 性 力学 方程 组 及 其 定 解 问题 


3.1,; 线 性 粘 弹 性 动力 学 方程 组 
如 本 章 引言 中 所 述 ， 在 第 五 章 中 给 出 的 动量 守恒 方程 组 ( 见 第 五 
章 (3.44) 式 ) 对 粘 弹性 材料 仍然 成 立 .将 线性 粘 弹性 材料 的 本 构 方程 
下 (2.101) 代入 该 动量 守恒 方程 组 ， 就 得 到 


3 oo a 
+ Dh nl mn)dr + poblh®) 
{i= 1,2,3). (3.1) 


这 就 是 线性 粘 弹 性 动力 学 方程 组 . 令 一 7 为 新 的 积分 变量 ， 上 述 方 
程 组 又 可 写 为 


B2u 3 OZ 
ma = (0) Bren Br Br T) 
3 t Oly 
二， 用 ijnt(t — DB On, R(T, pe)dr + pobi(t, 2) 
(i= 1,2,3). (3.1) 


它 是 一 个 二 阶 线性 沃 尔 泰 拉 型 积分 - 偏 微分 方程 组 . 

在 讨论 对 这 个 方程 组 可 以 提 何 种 定 解 问题 之 前 ， 首 先 考察 该 方程 
组 的 类 型 . 因为 方程 组 (3.1) 不 是 一 个 纯粹 的 偏 微分 方程 组 ,我 们 不 能 
按照 常规 的 关于 二 阶 偏 微分 方程 组 分 类 的 方法 来 简单 地 确定 其 类 型 . 
毫 无 疑 央 ,线性 粘 弹性 动力 学 方程 组 (3.1) 是 一 个 发 展 型 方程 组 . 但 
同 为 发 展 型 方程 的 双 曲 型 方程 与 抛物 型 方程 在 特性 上 却 有 实质 性 的 差 
异 ， 其 主要 表现 在 下 述 两 个 有 着 密切 联系 的 方面 . 第 一 方面 涉及 扰动 
的 传播 速度 . 对 于 线性 双 曲 型 方程 ,扰动 具 有 有 限 的 传播 速度 : 如 果 在 
初始 时 刻 方程 的 解 在 某 点 附近 有 一 个 扰动 ， 随 着 时 间 的 增加 ， 这 个 拢 
动 将 以 有 限 的 速度 向 外 传播 但 对 线性 她 物 型 方程 ， 扰 动 的 传播 速度 
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却 是 无 限 的 , 初始 时 刻 某 点 附近 的 扰动 ,， 眠 间 即 可 和 传 到 任何 地 方 . 第 一 
方面 涉及 解 的 光滑 性 ， (具有 足够 光滑 系数 ， 例 如常 系数 的 ) 线性 双 晶 
型 方程 的 解 将 保持 与 初始 数据 同等 的 光滑 性 ， 也 就 是 说 ， 若 初始 数据 
有 某 种 问 断 ， 邯 么 这 个 间断 会 在 以 后 的 时 刻 一 直 保 留 下 来 .而 对 线性 
抛物 型 方程 来 说 , 即使 在 初始 时 刻 t = 0 时 解 具 有 某 种 间断 ,， 当 二 > 0 
时 这 一 间断 会 在 倾 刻 问 消 拓 ， 解 变 得 非常 光滑 . 下 而 我 们 主要 根据 这 
亢 个 特性 ,来 设法 确定 积分 “ 偏 微 分 方程 组 (3.1) 的 类 型 : 如 所 周知 ， 
纯粹 阐 性 导致 动力 学 方程 组 的 双 曲 性 ， 纯 粹 粘性 导致 动力 学 方程 组 的 
揭 物 性 . 由 于 粘 阐 性 材料 的 特性 介 于 弹性 与 粘性 之 间 , 方程 组 (3.1) 的 
类 型 亦 可 能 介 于 双 曲 与 抛物 两 种 类 型 之 间 ， 要 确定 其 到 底 应 属于 双 曲 
型 还 是 抛物 型 ， 就 要 看 弹性 与 粘性 这 遇 个 因素 哪 一 个 占据 主导 地 位 . 
对 瞬时 弹性 张 量 4(0) = (aszu(0)), 我 们 仍 假定 它 满足 强 椭 阅 性 
条 件 , 即 存在 止 常 数 a 使 
3 
avn(0)Eiérnm20 én me R?. (3.2) 


j=1 


定义 3.1。 设 瞳 时 弹性 张 量 4(0) = (aiju(0)) 满足 强 椭圆 性 条 
件 (3.2), 县 邮 (T) 一 {qjwu(T)) 在 T 二 0 时 具有 可 积 奇 性 ,就 称 方程 
组 (3.1) 为 线性 妈 曲 沱 沃 尔 泰 补 积 分 - 偏 微分 方程 组 , 前 称 为 双 曲 于 
的 ， 

根据 定义 3.1, 车 方程 组 (3.1) 中 的 积分 核 4(r) = (asjm(7)) 
在 了 = 0 附近 可 积 则 该 方程 组 足 否 为 发 曲 型 仅 由 咀 时 弹性 张 直 
4(0) = (aijm(0)) 决定 , 在 核 4(r) 止 则 ， 即 在 7 = 0 处 无 奇 性 的 
情况 ， 无 论 从 扰动 传播 速度 的 有 限 性 还 是 从 解 的 光滑 性 来 说 ， 上 述 定 
义 部 是 合理 的 . 但 当 妇 (7) 在 7 二 0 处 具有 可 积 奇 性 时 ,方程 组 的 解 
虽然 具有 有 限 传播 速度 ， 但 初始 时 解 的 间断 在 以 后 时 刻 一 般 说 来 并 不 
保留 . 这 时 的 方程 组 实际 上 介 上 双 曲 型 与 扼 物 型 之 间 ( 见 下 节 关于 线性 
波 传播 的 讨论 ), 但 我 们 还 是 称 其 为 双 明 型 的 ， 

二 阶 线性 双 曲 型 积分 - 偏 微分 方程 组 (3.1) 的 典型 定 解 问题 仍 是 
条 西 问题 和 混合 初 - 边 信 问 题 . 但 与 纯粹 的 偏 微分 方程 组 不 同 , 方程 组 
(3.1) 中 包含 未 知 函 数 以 从 一 20 到 现时 刻 二 的 整个 历史 值 的 积 
因此 ， 在 讨论 这 种 方程 组 的 定 解 问题 的 解 从 时 刻 上 = 0 并 始 以 后 的 变 
化 时 ， 必 须 事先 知道 也 在 t 二 0 以 前 的 全 部 历史 值 ， 即 假设 


wt) = Gg), oo <t<0 (=123)， (33) 
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中 h(t,w) (i 二 1,2,3) 为 定义 在 (一 co,0) x 丐 "或 (一 oo,0) x 
( 视 定 解 问题 为 柯 西 问题 还 是 混合 初 边 值 问题 而 定 ) 中 的 已 知 函 数 . 
这 样 ， 如 果 记 

filt, 2) = pobi(t, 2) 


+ 厂 elt 7 TE) 0123， (34) 


kl=l OryOr: 


则 方程 组 (3.1) 或 (3.1) 可 改写 为 
Fug 


BP?u, 3 
+t, 
Po Ba (2) = 0 而 (人 2) 


3 2 
Buk(T,z) 
十 fT) 
,区 ， fe age 人 7) 55 dr 


+filt, 2) (i= 1,2,3), (3.5) 


中 t+>0. 


柯 西 问题 ”对 于 任意 给 定 的 正 数 了 > 0, 在 (0.7) x IR? 中 求 积 
分 一 偏 微 分 方程 组 (3.5) 的 解 &(t 2), 使 其 在 t 二 0 时 满足 如 下 的 初 
始 条 件 : 


ui(0,%) = wr), 
oa) = We) (i=1,2,3), (3.6) 


中 巴 E 下 ”而 凤 (z) 及 过 (ze) (i = 1,2,3) 为 已 知 西 数 . 


混合 初 一 边 值 问题 ” 设 见 C IRS, 在 (0,T) x 2 中 求 积 分 一 偏 
微分 方程 组 (3.5) 的 解 u(t, zw), 使 其 在 t 二 0 时 满足 形 如 (3.6) 的 初 
始 条 件 (其 中 2 € 82), 且 在 多 的 边界 Bf2 上 满足 边界 条 件 : 


wilan = di(t, 2) (i= 1,2,3) (3.7) 


3 
2 (cnt0) x fa aijm{t ~— ©) 2)4 ) ny 
= lt,m) (i=1,2,3), (3.8) 
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其 中 了 > 0 为 任意 给 定 的 正 数 ， di 和 ai (i = 1 2,3) 为 定义 在 
(0,T) x 982 上 的 已 知 函 数 ，njy (7 = 1,2,3) 为 812 上 单位 外 法 线 向 
量 ma 的 分 量 ， 边界 条 件 的 提 法 也 可 以 采取 如 下 的 混合 形式 : 设 2 的 
边界 982 由 两 部 分 五 和 I 组 成 ,并 在 站 与 及 上 分 别 给 出 形 如 
(3.7) 与 (3.8) 的 边界 条 件 . 


边界 条 件 (3.7) 与 (3.8) 的 意义 是 在 粘 弹性 体 的 边界 992 上 分 别 

定位 移 与 应 力 . 在 (0, 了 ) x 介 的 侧 边 界 (0,T) x 9 上 的 任 一 给 定 
网 (tw) (t > 0, w & 82), 形 如 (3.8) 的 边界 条 件 不 仅 依赖 于 未 知 画 
数 忌 的 偏 导 数 在 该 点 的 值 ,而 且 依赖 于 未 知 画 数 芭 的 偏 导数 在 该 点 从 
时 刻 0 到 的 整个 值 . 这 说 明 ， (3.8) 是 一 个 非 局 部 型 的 边界 条 件 . 

在 讨论 积分 - 偏 微分 方程 组 (3.5) 的 定 解 问题 及 其 解 的 性 质 时 ， 
除 要 求 瞬 时 弹性 张 量 4(0) = (asu(0)) 满足 强 椭圆 性 条 件 外 ,还 应 该 
充分 利用 耗 散 不 等 式 所 提供 的 结果 ， 由 定理 2.5 知 ， 为 此 还 应 该 要 求 
松弛 张 基 4(b 满足 


A = (aaso，w>0 (3.9) 


人 的 = (aln(t))20, vt >0. (3.10) 


对 于 上 述 线性 积分 。 偏 微分 方程 组 的 定 解 问题 ， 原 则 上 可 以 用 处 
理 相 应 的 线性 发 展 型 偏 微分 方程 的 方法 加 以 讨论 ， 但 在 具体 处 理 上 ， 
还 应 考虑 到 其 形式 上 的 特殊 性 ， 我 们 以 下 面 的 定 解 问题 为 例 ， 提 供 一 
种 可 用 算 子 半 群 方法 来 讨论 这 类 积分 - 偏 微分 方程 组 的 定 解 问题 的 方 
法 : 


P(g 0) = $F oul0) (eg) 
Gain ) ® 


3 
1 Uk 

十 Qi a—(t— 7, 2)dr, 

让 六 和 7T, 2)d7, 


phl=1 
t>0,en (i=1,2,3), {3.11) 

Uil(oo0)xan = 0 (= 1,2, 3)， (3.12) 
uilt, 2) = bilt, x2), tg0,w EQ (i=1,2,%), (3.13) 


其 中 i(t, 2) (i 二 1,2,3) 为 定义 在 (一 co,0] x 人 2 上 的 已 知 阔 数 . 
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1 


记 
hs , 
Vit, Tz) = 7) {= 1,2,3), (3.14) 
Wilt, wT) = WT, 2) — ilt, 2) 
= w(t—7,2)— wlt,r) (=1,2,3). 
(3.15) 
易 知 方程 组 (3.11) 可 以 改写 为 
Ou; _ 
六 = vilt, 2), (3.16) 
ui 3 Ouk 
rt rm) = Ga 了 十 co) 二 一 二 一 人 
现 人 ) ,2 nt( )3 6 ) 
3 
, Ga 
+ Eh ut(7) Br {t, 2, T)dT, 
(3.17) 
Ow Bu 
(t,x,7) = Br (bP,7) — vilt, 2), (3.18) 
其 中 i 二 1,2,3. 又 由 条 件 (3.13) 可 得 在 二 0 时 成 立 
ui(0, 2) = $i(0, 2), (3.19) 
wa = (0,0), (3.20) 
Wil0,2,7) = bi(—7, 2) — $i(0, 1), (3.21) 


其 中 i 一 1,2,3. 此 外 , 未知 函 数 wi(t, 2,T) 还 显然 满足 如 下 的 条 件 ， 
T=0N, wilt,z,7)=0 (i=1,2,3). (3.22) 


将 方程 组 (3.16) 一 (3.18) 视 为 以 + 为 时 间 变量 的 发 展 型 方程 ， 其 中 变 
量 7 (0<r < ceo) 和 空间 变 二 z 处 于 类 似 的 地 位 ， 于 是 (3.22) 式 实 
际 上 是 一 组 在 7 = 0 处 的 边界 条 件 、 
记 
Ult, 2,7) = (ut, 2), v(t, 2), w(t, v7)). (3.23) 
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方程 组 (3.16)-… (3.18) 可 写 为 
一 = AU, (3.24) 


其 中 4 为 一 个 适当 的 线性 算 子 ， 而 初始 条 件 (3.19) 一 (3.21) 可 写 为 
U(0, 2,7) = UI(z, 7), (3.25) 


其 中 Do(m,r) 为 已 知 的 向 基 函 数 , 这样 ， 给 定 未 知 函数 在 t 二 0 之 前 
的 整个 历史 值 的 积分 - 偏 微 分 方程 组 的 定 解 问题 ， 就 化 为 可 以 利用 算 
子 半 群 方法 加 以 讨论 的 标准 形式 ， 

下 面具 体 考察 各 向 同性 材料 的 情况 .将 各 向 同性 线性 粘 弹 性 材料 
的 本 构 方程 (2.111) 代入 动量 守恒 方程 组 ( 见 第 五 章 (3.44) 式 ), 可 得 
相应 的 动力 学 方程 组 如 下 ， 


mn 


了 (t,) 


Ou 


3 
= pO Arilt, x) + (XO) TAO ) 2 gre Brior, 


(t, 2) 
+h T)Ami(t ~ 7, r)d7 


+ {OFA PR nr 
+pobi(t, 2) (i= 1,2,3). (3.26) 


由 第 五 章 (5.7) 式 ， 此 时 钥 时 弹性 张 量 应 满足 的 强 业 加 性 条 件 取 如 下 
形式 : 
1(0) > 0, A(0) + 2p(0) > 0. (3.27) 


至 于 各 种 定 解 问题 的 提 法 ， 可 参照 前 述 的 一 般 情 况 相应 地 给 出 ， 不 再 
效 述 (见习 题 10). 

对 于 稳 态 问题 ， 即 忆 不 依赖 于 t 的 情况 ， 此 时 此 应 与 + 无 关 , 且 
易 知 方程 组 (3.1) 化 为 


3 
Ou 

2 Qijkt (+ 00) 二 一 一 三 人 +pobi =0 (i=1,2,3), (3.28) 

i= 


Hk,l=1l 
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其 中 有 (00) = (Qijpt( 十 00)) 称 为 亚 衡 弹性 张 量 ， 在 平衡 弹性 张 址 

4(+cc) 满足 强 椭 图 性 条 件 的 假设 下 ， 方 程 组 (3.28) 是 一 个 二 阶 线 

性 椭圆 轧 偏 微分 方程 组 , 其 定 解 问题 在 第 五 章 86.1 中 已 经 作 过 讨论 
与 纯粹 弹性 的 情况 不 同 ， 在于 作 傅 这 有 类 权 稳 态 问题 . 此 


时 ， 位 移 & 盟 仍 依赖 于 时 间 坟 但 惯性 项 po 汪 却 非常 小， 可 以 忽略 
不 计 ， 于 是 方程 组 人 就 化 为 如 下 形式 : 


Of2 


3 Poo 
+ 3, / i ee (t—7,2)dr + pobi{t, 2) =0 

(= 1,2.3). (3.29) 
要 求解 这 个 方程 组 ， 除 应 给 出 适合 一 阶 构 畔 型 偏 微分 方程 组 要 求 的 边 
界 条 件 外 ， 还 要 假定 位 移 以 在 某 时 刻 (如 主 一 0) 前 的 历史 值 是 已 知 
的 . 类似 二 前面 关于 动力 学 问题 的 讨论 ( 见 (3.5) 式 ), 方程 组 (3.29) 
可 化 为 
3 ) 2 
安 onl0 ) Bamt 9) 


Dkrl= 


1 2 
:i Asm(t — J) w)dr + filt, 2) =0 
(i = 1,2,3). (3.30) 


对 于 这 个 方程 组 ， 可 以 像 二 阶 线性 椭 回 型 方程 组 那样 ， 利 用 在 区 域 人 2 
的 边界 842 上 给 出 的 边界 条 件 求解. 


3.2. 非 线性 粘 弹性 动力 学 方程 组 
将 单 积分 形式 的 本 构 关系 2.4) 代入 动量 守 恒 方程 组 ( 见 第 五 音 
(3.43) 就 得 到 


po 这 = divG(Vy(tz)) 


+ fdivH(r, Vylt, 2), Vt — 10))dr + poblt, s), 
(3.31) 
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其 中 div 与 Y 分 别 表示 关于 变量 2 = (zi, z2, z3) 的 散 度 与 梯度 ， 而 
二 阶 张 基 函数 如 G = (gij) 


bj 
.0 i 
的 获 度 divG 定义 为 一 阶 张 晤 【3729 
了 


Or; 
一 1 2 
( 见 附 录 一 ). 将 上 式 写 为 分 基 的 形式 ， 就 有 
2 
Vi 
poz (t, 2) 
3 8 
= 2 Ba (Vb 2) 
3 jo 昌 
+ hy(r, Vylt, sm), Vy(t — 7,w))dr 
EE Ox; 
+pob lt, 2) (i= 1,2,3). 


{3.32) 
方程 组 (3.32) 是 一 个 二 阶 拟 线 性 沃 尔 泰 拉 至 积分 一 偏 微分 方程 组 . 打 
开 (3.32) 式 右 端 的 偏 导数 ， 易 知 这 个 积分 一 偏 微 分 方程 可 改写 为 


_ /Og 
(ue) 


Be vw o), vt =n eer) x 
Oy 
Bron tt ©) 

3 


oo Oh 

站 (7, VY(t, 2), Vy(t — 7, 2)) x 
Eh Ba ee), Volto) 
Oy 

Bom (tt mo)dr 

+pobi(t, 2) (i= 1,2,3). 


(3.33) 
定义 3.2. 


设 肝 (7,é&,9) 满足 82 中 的 假设 (A1) 一 (Aa), 二 
(6) 满足 (2.19) 式 ， 对 由 单 积分 形式 (2.18) 式 给 出 的 本 构 方程 ， 如 
采 胖 时 导数 DePCE 7) 满怀 强 梢 加 性 条 件 , 即 对 任意 给 定 的 9 = Y(t)， 


83, 粘 弹性 力学 方程 组 及 其 定 解 问题 79 


成 立 
3 
> (各 (waytta) 
1 


十 广 dha Vy(t, 2), Vy(t — 7 oer) AAAJAL > 0 
0 Dim ” 机 ” 7 " 
VA, € R*\{0}, (3.34) 
则 称 方程 组 (3.33) 为 二 阶 氢 线性 双 曲 型 积分 - 偏 微分 方程 组 , 简称 为 
双 曲 型 的 . 
下 面 我 们 总 假定 方程 组 (3.33) 是 双 曲 型 的 . 
积分 - 偏 微分 方程 组 (3.33) 的 典型 定 解 问题 仍 是 柯 西 问题 和 混合 
初 - 边 值 问题 ， 在 讨论 这 些 定 甫 问题 对， 和 线性 的 情况 一 样 ， 也 必须 
给 出 未 知 函 数 9 一 Y(t, m) 在 某 时 刻 (如 t= 0) 之 前 的 整个 历史 值 ， 
Y(t 2) = Bit, 2) =123)，W<0， (3.35) 
其 中 Bi (i = 1,2,3) 为 给 定 的 函数 . 
方程 组 (3.33) 的 柯 西 问题 的 提 法 形式 上 与 线性 粘 弹性 动力 学 情形 
类 似 . 但 如 上 所 述 , 在 线性 情况 , 常 取 位 移 向 量 & = (wi, tz， 3) 为 未 知 
函数 ; 而 在 非 线 性 情况 , 通常 取 变 形 后 质点 的 空间 坐标 y = ( 妇 ; 扩 2) 
为 未 知 函 数 ， 
方程 组 (3.33) 的 混合 初 - 边 值 问题 的 提 法 是 : 设 了 > 0, 2 C IR3, 
在 (0, 了 ) x 只 中 求 方程 组 (3.33) 的 解 9 一 y(t,z), 使 其 在 t= 0 时 
满足 初始 条 件 


Ov 
信 (0,2) = 名 (z)， 于 


Bt (Oo) =W(2) (i=1,2,3), (3.36) 
其 中 必 99, 而 姑 (o) 大 (zz) (i = 1,2,3) 为 给 定 的 函数 ， 且 在 内 的 
边界 Bf2 上 满足 下 列 边界 条 件 之 一 

ilen = zt, 2) (i= 1,2,3) (3.37) 
或 


3 
2 (9 (Vue 2) 
+ 上 人 game)darjnjl 
一 cabz) (i=1,2,3), (3.38) 
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其 中 (Tz) 与 oi(t, wp) (i 二 1,2.3) 为 给 定 在 (0,T) x 992 上 的 已 
知 函 数 ， nn = (27a,73) 为 002 上 的 单位 外 法 线 向 量 . 

边界 条 件 (3.38) 相当 于 在 边界 2 上 给 定 应 力 ， 它 是 一 个 非 线 
性 非 局 部 型 的 边界 条 件 ， 具 有 相当 大 的 复杂 性 . 此 外 ， 实 际 问题 中 真 
正 给 出 的 往往 是 在 变形 后 的 烙 弹性 体 [2 的 边界 8f2; 工 的 应 力 向 其 
型 /ap 其 中 了 为 柯 西 应 力 张 量 , 而 此 为 002: 上 的 单位 外 法 线 向 重 ， 
在 将 这 一 边界 条 件 转换 为 (3.38) 的 形式 时 ， 其 右 端 还 可 能 包含 术 知 函 
数 甚至 未 知 函数 的 切 向 偏 导数 ( 见 第 五 章 例 6.1). 

对 方程 组 (3.33) 的 定 解 问题 的 讨论 ， 近 年 来 已 有 不 少 工作 ， 粗 略 
地 说 ， 在 一 定 的 假设 下 可 以 证 明 整 体 弱 解 的 存在 性 及 在 小 初 值 情 况 下 
整体 经 典 解 的 存在 性 , 后 者 的 实现 依赖 十 较 52 中 所 述 为 更 强 的 耗 散 不 
等 式 . 但 对 于 形 如 (3.38) 的 边界 条 件 ， 对 其 相应 的 定 解 问题 的 讨论 还 
几乎 没有 展开 . 


3.3. 一 维 非 线性 粘 弹 性 动力 学 方程 
炸弹 性 杆 的 纯 轴 向 变形 由 下 式 给 出 : 


妨 二 和 十 丰 必 Z)， 几 二 2， Ya = Ya. (3.39) 


在 这 种 情况 下 , 由 本 构 方程 (2.4) 可 以 看 出 : 彼 奥 拉 应 力 张 量 忆 只 是 
及 21 的 函数 ; 又 假设 与 zy 、zs 无 关 , 粘 弹性 动力 学 方程 组 (3.32) 
的 第 一 个 方程 于 是 化 为 


Pu 8 ,fou 
ma 一 Bzi” Ozr1 
co Ba Bur 
+/ Be ( Wi Ti)， By 一 T， 器 dr 
十 Popi (t, £1), {3.40) 
0 
其 中 简 记 (时 = gu{T+ VW), WH Vu = diag (0,0,0\ 等 
azi Br 
烙 弹 性 材料 的 纯 剪 切 变形 由 下 式 给 出 : 
Tr2), = 7 y= ra. (3.41) 


此 时 需 很 设 b 与 Zi 、 zs 无 闫 ， 对 这 种 变形 ， 烙 弹性 动力 学 方程 组 
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(3.32) 的 第 一 个 方程 化 为 如 下 形式 ， 
Pu _ 0 /um 
Pa 加 Bes? Bra 
oo Oul Oul 
+/ (rs 六 各 -na)d 
十 ppl(t 72)， (3.42) 
其 中 9 (总) = 9i2(T+ YW), 而 4 = (ui(t, x2),0,0) 等 . 
2 
方程 (3.40) 和 (3.42) 可 以 统 -地 和 写 为 
Pov = (glus)s + (hrsalh w), elt — 12))edr 
poblt, 2), (3.43) 


其 中 由 、9 与 hh 均 为 标量 . 分别 对 纯 轴 向 变形 (3.39) 与 纯 剪 切 变 
形 (3.41) 这 两 种 情形 的 强 糖 圆 性 条 件 进行 讨论 ， 可 以 得 到 : 对 于 方程 
《3.40) 与 (3.42) 的 统一 形式 (3.43), 其 强 椭圆 性 条 件 意味 着 


g (us) + 人/ helr tol 2), a(t — Ta)dr > 0 (3.44) 


其 中 he(7, us(t, 2), Uzlt 一 Tz)) 表示 h(7， Uz(t, Tz), Uz(t — T,X)) 关 
于 变量 ur(t, 0) 的 导数 ， 

下 面 考察 耗 散 不 等 式 在 一 维 情形 的 表现 形式 及 其 推论 .对 于 一 维 
粘 弹性 力学 方程 (3.43), 相应 十 定理 2.2 中 (2.41) 式 的 耗 散 不 等 式 化 
为 


3 
f Brhlr,C md SO Yene Rr>0 (全 
7 


现在 我 们 对 在 理论 和 应 用 上 都 非常 重要 的 一 种 特殊 情况 作 进一步 的 讨 
论 ， 考察 如 下 形式 的 方程 


po = (us)st 人 Pualt ~ na))edr 
b(t, z). (3.46) 


假定 a(+o0) = 0, 容易 看 出 ， 对 于 这 个 方程 而 言 ， (3.43) 中 的 g 及 
六 分 别 为 


9(€) = $(€) ~a(O WE), R(T,€,0) = a7) (Wn) pe)). (3.47) 
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此 时 ， 强 椭 加 性 条 件 (3.44) 化 为 
$6) >0. veR, (3.48) 


而 新 散 不 等 式 (3.45) 则 化 为 
en) f “(yD) — lOO vene Rr > 0 (3.49) 


(3.49) 式 说 明 a”(7) 应 具有 确定 的 符号 . 不 失 一 般 性 ， 我 们 假设 
a’(7)20, Yr >0. (3.50) 


进一步 假定 @(+co) = 0, 将 上 式 由 7 到 +oo 积分 立即 得 到 
al(r)<0, Yr>0. (3.51) 
由 此 并 注意 到 已 设 e(+oo) = 0, 类 似 地 可 得 
a(7)20, vr > 0. (3.52) 


此 外 ， 由 (3.49) 与 (3.50) 式 又 有 


[wiO) -wa veneR. (59) 
由 此 易 见 ， 中 (€) 为 单调 增加 函数 ， 即 
YE)20, WE 有 取 (3.54) 
(见习 题 11). 


定义 3.3。 设 aE [0,co0), 如 果 对 任意 给 定 的 E Cl0,oo) 
及 任意 给 定 的 了 > 0, 均 成 立 


/ w(t 了 alt ~ 7)w(r)drdt>0, (3.55) 


则 称 函 数 af 上 为 正定 的 , 此外， 车 存在 > 0, 使 得 函数 af 四 一 eet 
是 正定 的 ， 则 称 坊 雪 4 为 强 正定 的 ， 


可 以 证 明 : 车 ae C2l0,co),w 关 0, 且 
(—lfad (>0, v20 (7 =0,1,2), (3.56) 
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则 a 是 强 正定 的 (参见 [13])， 

由 《3.50) 一 (3.52) 可 见 ， 对 于 形 如 (3.46) 的 积分 - 偏 微分 方程， 
在 a E C?[0, oo) 等 有 关 的 条 件 下 ， 耗 散 不 等 式 实际 上 要 求 核 c( 昌 是 
强 正定 的 . 现 有 的 关于 方程 (3.46) 的 研究 成 果 , 绝 大 部 分 是 在 a(t) 为 
强 正定 的 假定 下 得 到 的 ( 见 [2] 及 其 中 的 参考 文献). 


$4. 核 的 奇 性 与 线性 波 的 传播 


本 节 对 线性 粘 弹 性 动力 学 方程 组 考察 核 的 奇 性 对 解 的 性 态 的 影响 . 
为 简单 起 见 ， 以 一 维 线性 粘 弹性 动力 学 方程 为 例 进 行 讨论 . 

线性 粘 弹 性 动力 学 方程 组 (3.1) 在 一 维 情况 (参见 83.3 中 的 讨论 ) 
化 为 


poun(t, T) = olOulso) + Q(t — T)uzz(T, 2)d7 
+ poblt, 2}. GD 


为 简单 计 , 设 po 三 1 及 5 二 0. 如 果 a(7) 满足 条 件 (3.56), 则 a(7) 
为 单调 减少 的 非 负 画 数 ，Q(7) 为 单调 增加 的 非 正 函 数 . 设 7 一 +eo 
时 

al7) — 6, (4.2) 


其 中 cz>0, 就 有 
f a(t—7)dr = -a(0)} +e. (4.3) 
这 样 ， 方程 (4.1) 可 以 写 为 


Wtt(t, T) = Curr(t, 2) +/ mMm(t — 7) (uzz(t, £) — uoa(T, 2))d7, 
~ (4.4) 
其 中 m(7) = 一 ofr). 
现在 我 们 直接 从 积分 一 偏 微分 方程 (4.4) 出 发 , 考察 其 核 m(7) 在 
了 二 0 处 的 (其 至 可 能 不 可 积 的 ) 奇 性 对 解 的 影响 .在 此 ,假定 c>0 为 
常数 ，m(7) 关 0 为 单调 减少 并 在 无 穷 远 处 可 积 的 非 负 函数 , 且 Tm(7) 
在 了 = 0 处 可 积 . 
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讨论 方程 (4.4) 的 瑞 利 (Rayleigh) 问题 , 即 在 第 一 象限 {(t, z) | 
4 > 0z > 0} 中 求 方程 (4.4) 的 解 u(t, 2), 使 其 满足 如 下 的 定 解 条 
件 : 
ult,z)}=0, 当权 0,z>0 时 ， (4.5) 
ut,0) 二 1， 当 t>0 时 . (4.6) 
现 利用 拉 普 拉 斯 变换 方法 来 求解 上 述 瑞 利 问题 . 以 下 sz) 与 亢 (s) 
分 别 表示 函数 tlt, 2) 与 m(t) 关于 变量 七 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 即 


ls, 7) = / ™ estu(t, 2)dt, (4.7) 
六 (8) = / eratm 人 bd (4.8) 
对 方程 (4.4) 关上 二 变 二 二 作 拉 普 拉 斯 变换 ， 并 注意 到 
hu(s,2) = 5A(8,7) — su(0, 1) — ur(0, x) 
= s2f(s, 7) (4.9) 


(这 儿 利 用 了 (4.5) 式 ) 及 


(f mt — T)}u(7, dr) (s, 7) = h(s)a(s, £), (4.10) 


就 得 到 
S20(s, 7) = (c+ R(0) — mR(s)) ss(s, 1), (4.11) 


其 中 c>0 为 方程 (4.4) 中 的 系数 ， 
m0)=/ mlt)dt. 
而 边界 条 件 (4.6) 在 拉 普 拉 斯 变换 下 则 变 为 
as 0) = 
als,0) = 1. (4.12) 


如 果 m(7) 在 7 二 0 处 不 可 积 ， 疯 (0) 与 病 (s) 均 不 存在 ， 但 注 
意 到 rm(7) 在 7 二 0 处 可 积 ， 元 (0) 一 元 (s) 仍 可 用 下 式 定义 ， 


他 (0) 一 讽 (s) = FQ -em VRes>0, (4.13) 


84. 核 的 奇 性 与 线性 波 的 传播 85 


因此 ,即使 m(7) 在 了 三 0 处 不 可 积 ，(4.11) 式 按 上 述 理解 仍 是 有 意 
义 的 .考虑 到 mm( 丰 非 负 且 不 恒 为 零 ， 利 用 (4.13) 式 容易 验证 


Re(W(0) ~ 7K(s)) > 0, YRes>0,s 关 0. (4.14) 
此 外 ， 利 用 m(t) 的 单调 减少 性 ， 不 准 验证 


sign ( 广 etm(t) sin sztdt) = sigh s2, Ysi>0,s2 € RR 
0 
(4.15) 
(参见 习题 5). 于 是 ， 对 (4.13) 式 取 虚 部 易 得 


sign LIn(A(0) 一 7h(s)) = sign Im s. {4.16) 


按 (4.13) 式 所 示 的 意义 理解 ， 六 (0) 一 砚 (s) 在 我 们 一 开始 关于 
m() 的 假设 下 总 是 有 意义 的 、 因 此 ， 对 变量 z 的 常 微分 方程 (4.11)， 
其 满足 条 件 (4.12), 而且 对 给 定 的 s 关 0, Re s>0, 关于 Tz>0 有 界 的 
解 就 可 由 下 式 给 出 ; 

1 


ls, 2) = es(c+ 人 (0) -Ro) (4.17) 
3 


于 是 ， 由 拉 普 拉 斯 道 变换 公式 可 得 


1 THi%m st d 
ut( = 人 eh(s, rz)ds 


1 7T+ico 1 加 从 I 个 一 各 加 
一 工 二 6 一 s((c+ 病 (O) 一 帝 (9)) 本 > 一 全 
= 元 三 - ze ds, (4.18) 
其 中 YY 为 任 一 给 定 的 正 实数 . 

首先 说 明 ， 在 前 述 假设 下 ， (4.18) 式 右 端 的 积分 是 有 意义 的 ， 利 
用 (4.14) 和 {4.16) 式 ， 容 易 验 证 


Rele + Rm(0) — 7h(s)) 4 >0, vRes20,s £0 (4.19) 
及 


sign Im(c 十 良 (0) 一 准 (s))-# = 一 sign Im s,Y Re s>0,s #0. 
(4.20) 
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Je -Ae)” a 


ee Re s-Re(et 认 (0) 一 冯 (9)) 二 z+Im aIm(et 认 (0) 一 砚 (s))-4 
< 1, vrz0, 


故 由 侈 (s, 工 ) 的 表达 式 (4.17) 可 得 
1 


lats, zo) VRes>0,s #0,7>0. {4.21) 


记 5s 二 十 iB. 由 上 式 得 
> 1 
fa(s, DPF: 


这 说 明 对 固定 的 Y > 0, (s, z) 视 为 的 虚 部 有 的 函数 属于 L?(R). 
注意 到 (4.18) 式 中 的 积分 可 以 改写 为 如 下 形式 


去 La eR(s, T)ds = 去 er 广 ema(y +i8, 2)dp, 
由 Z2 函数 的 传 里 叶 变 换 理 论 知 ， (4.18) 式 在 下 述 意义 下 是 有 意义 
的 ， 


1 N 
Wb) = hm, f ea 1B, sd (22) 


其 中 的 极限 应 理解 为 在 1?(IR) 的 意义 下 取 的 . 

下 面 根据 m( 在 t= 二 0 处 奇 性 的 不 同情 况 ， 考 察 由 (4.18) 式 给 
出 的 w(t, x) 的 性 质 . 

首先 设 mm € Li(0,o0)， 此 时 ， 由 黎明 一 勒 贝 格 (Riemann— 
Lebesgue) 定理 知 ,在 Re s>0 时 


lim Rm(s) = 0, (4.23) 


于 是 在 Re s>0 时 ， 有 
I 


Ve+ mm(0) 


Jm((c+ 人 这 (0) 一 友 (s))-z 一 自 = —t. (4.24) 
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又 因为 在 Res > 0 时 ， (4.18) 式 右 端 积分 中 的 被 积 函 数 没有 奇 点 ， 
由 材 西 (Cauchy) 定理 得 


1 Hip 1 ~ 一 
元 (三 + ee ogs =0, (4.25) 


其 中 厂 为 复 平面 上 的 圆 |s 一 ?| = p 在 直线 s = Y 右边 的 部 分 ( 见 图 
9). 


Ims 


二 


口 7 Res 
rT 
图 9 
于 是 当 
>at : (4.26) 
时 ， 其 中 
a= yc+ 人 (0), {4.27) 
就 得 到 | 
i elet 人 OR) et 
i /se ds = 0， (4.28) 
从 而 由 {4.25) 式 有 
. YtipY _ 人 0 
一 一 stfc+ 亢 (全 一遍 (s Es 
有 人， 3 -Re -9ds = 0. (4.29) 


再 注意 到 (4.18) 及 {4.22) 等 式 ， 就 得 到 
Wt,z) 三 0， 若 T> at. (4.30) 
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这 说 明 在 核 mi 可 积 的 情况 ,由 积分 - 偏 微分 方程 (4. 人 所 决定 的 线 
性 流 以 有 限 速度 4 = 1jc 十 /mb)dt 传播 ， 具 有 双 旧 波 的 特性， 但 
如 果 rm(f) 在 + 二 0 处 不 可 积 ， 就 不 能 期 望 波 仍 具有 有 限 传播 速度 

先 在 mm( 提 可 积 的 情形 , 考察 问题 (4.4 一 (4.6) 的 解 滑 直线 工 二 of 
的 间断 情况 ， 首 先 候 定 mm 为 正则 核 ， 即 m E Cee[0, oo), 并 设 其 各 阶 
导数 亦 均 在 [0, 00) 上 可 积 ， 此 时 ， 由 (4.8) 式 并 利用 分 部 积分 容易 看 
出 ， 当 s 一 oo 时 ， 现 {8s) 可 以 家 示 为 如 下 形式 : 


页 (= + Res>0,sx0 (431) 


es(etR(0)~ 而 (9) 


eetrRO) ac-#m(O)(oti(o) 4 | O 人 ， (439) 


将 其 代入 (4.18) 右 端 ， 上 式 右 端 第 一 项 在 其 中 的 贡献 为 


vlt, 1) 
= edm(O(eri(o) dz . 1 LA lo-sl(erfilo) 42-0gs 
27ji jn-ice 8 
= edi") dogy(e (c+ m0)) 42), (4.33) 


其 中 严 () 为 赤 维 赛 和 卫 堵 ， 这 里 利用 了 赤 维 赛 德 西数 及 () 的 拉 普 
拉 斯 变换 为 的 事实 ， 此外， 容易 看 出 ,将 (4.32) 右 端 第 二 项 代入 
(4.18) 式 右 端的 积分 中 ， 给 出 的 是 一 个 及 x 的 连续 函数 ， 因 此 ， 问 
题 (4.4) 一 (4.6) 的 解 u(t, zf) 在 越过 直线 z = at 时 有 间断 ， 且 此 间断 


的 嫉 度 为 四 
m(0)t 
A(t) = exp (a 下 5;) . (4.34) 
由 此 可 见 , 在 上 述 关 玉 ml#) 的 假设 下 ， 随 着 t 的 增加 ,这 个 间断 的 肚 
度 指数 地 衰减 到 零 ， 在 这 种 情况 下 ， 解 的 性 态 与 具有 耗 散 机 制 的 双 早 
型 偏 微分 方程 的 情况 类 似 、 
现在 假设 mlt) 在 t 二 0 处 具有 可 积 性 奇 点 ， 此 时 ， 虽 然 m(U) 一 
co, 但 疯 (0)] 为 有 限 ， 因 而 a < 十 co, 问题 (4.4) 一 (4.6) 的 解 u(t, 2) 
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仍 具有 有 限 传播 速度 . 但 (4.34) 式 启 示 我 们 ,在 这 种 情况 下 ， w(t,z) 
在 越过 z 二 at 时 应 保持 连续 ， 也 就 是 说 ， 具 有 这 种 核 的 积分 - 偏 微 
分 方程 (4.4) 虽然 仍 保留 波 具 有 有 限 传播 速度 的 这 一 双 曲 型 的 特性 ， 
但 同时 也 具有 初始 时 刻 的 间断 在 瞬间 即 被 磨 光 的 这 一 扫 物 型 的 特性 
下 面 以 由 (2.9) 式 给 出 的 函数 


mlt) = > et (4.35) 
n=1 
为 例 说 明 这 一 点 ,由 (2.13) 式 ，m(t) 在 上 = 0 附近 的 性 态 为 
m(t) ~ tE. (4.36) 
于 是 , 在 q > 工时 ， mm 人 的 在 上 = 0 具有 可 积 奇 性 ， 目 其 拉 普 拉 斯 变 
换 为 
1 
元 (8) = 过 nas VY Re s20. (4.37) 
记 /( 和 = 元 ,3 一 了 十 iD. 容易 验证 
[i OV G39) 
n=1 
及 


广 FO = 加 人 -atan 训 让 (4.39) 


此 外 ， 还 成 立 n 
ff = Las!oscT (4.40) 


(多 阅 [10]). 由 (4.37) 一 (4.40) 式 ， 我 们 得 到 


工 。 TT oe 
csc=— is)|<3 < 可 人 cian ): 
容易 看 出 ， 当 5 在 不 包含 负 实 轴 的 任 一 角 状 区 域 中 趋 于 无 穷 时 ， 恒 成 


立 
(arctan J -of! 
四 ( arctan py ) 2 (8): 


90 第 七 章 “ 粘 弹性 力学 


于 是 ,相应 地 有 


ms) = 工 s3-1csc 工 十 O (人 . (4.41) 
Ge a Is| 
因为 对 在 有 界 范围 内 变化 的 上 及 六 |e-*| 有 界 ， 再 注 意 到 当 | 有 | 充分 
大 时 


s(c+ 克 (0) 一 辣 (s)) 


= (c 十 疯 (0))- (: + sate Ta) 


nt) 
及 


Re s2|s|2 cos 区 
将 况 (s) 的 上 述 表达 式 代 入 (4.18) 右 端 积分 中 的 被 积 函数 ， 就 得 到 


1 -a((erii(0) me) $e <Me-ilslt (4.42) 
号 
其 中 MM 及 天 均 为 正常 数 . 这 意味 着 ， (4.18) 式 右 端 积分 中 的 被 积 函 
数 在 8 一 co 时， 衰减 到 零 的 速率 较 |s|-1 的 任意 次 紧 都 快 ， 因 此 ， 问 
题 (4.4) 一 (4.6) 的 解 wb z) 在 > 0, z > 0 时 是 无 穷 次 可 微 的 ， 这 
说 明 对 这 种 在 七 = 0 时 具有 可 积 奇 性 的 核 mz{t, 解 在 初始 时 刻 的 间断 
在 瞬时 即 被 磨 光 ， 更 深入 的 讨论 可 以 说 明 ， 如 果 mm 人 在 蔚 一 0 处 具 
有 更 弱 的 奇 性 (如 对 数 奇 性 ), 那么 解 u(t, z)] 在 x = at 上 的 光滑 性 将 
随 之 降低 . 
最 后 考察 m( 引 在 二 = 0 处 共有 不 可 积 奇 性 的 情况 ， 仍 以 由 (4.37) 
式 给 出 的 函数 m(t) 为 例 进行 讨论 . 在 3 <Qasl 时 ，m(#j 在 t=0 
处 具有 不 可 积 奇 性 ， 此 时 虽 不 能 直接 定义 六 (0) 与 而 (s), 但 由 (4.13) 
式 有 


2 fy 5 
市 (0) 一 充 (s) = b> per (4.43) 
为 说 明 简单 起 见 ， 下 面 只 讨论 a = 1 的 情况 ， 此 时 
op os /ll 1 
0) -= 二 G -元 ;) . (4.44) 
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N 
当 N 很 大 时 ， 》 的 性 态 像 mn N 十 C, 即 成 立 
n=] 
[之 1 
Jim, a ln 9 =0, (4.45) 


其 中 C 为 欧 拉 常数 ， 令 f( 和 ) 一 人 二 5 其 中 Re s>0, 天 0 不 难 验 
证 


Ni N ee _。 
/ IN fn) le [POI (4.46) 


此 外 ， 容 易 直 接 验 证 (4.39) 式 在 a 二 1 时 仍然 成 立 ， 由 (4.46) 及 
(4.39) 式 ， 成 立 


jm, (new+9- 立 -1 5)- moro( 计 )- (4.47) 


#1 二 


lim 
N 一 oo 


再 注意 到 (4.45) 式 ， 就 得 到 


各 守 - 直 3;) -mst+e+o( 册 ， (4.48) 
好 
市 (0) -部 =lns+C+O 全 . (4.49) 


这 说 明 ，(4.18) 式 右 端 积分 中 的 被 积 函 数 沿 积分 线路 在 |s| 一 oo 时 ， 
衰减 得 较 |s| :的 任意 次 等 都 快 , 因此 , 问题 (4.4) 一 (4.6) 的 解 u(t,z) 


在 4 > 0, z > 0 时 仍 是 无 次 可 微 的， 对 了 < a < 1 的 情形 ,可 以 


给 出 类 似 的 结果 ， 更 深入 的 讨论 还 说 明 ， 在 2 <agl 时 , 解 w(t,2) 
实际 上 关于 tz 在 > 0, x > 0 时 是 解析 的 . 这 说 明 对 核 m(t) 在 
二 0 处 具有 不 可 积 奇 性 的 情况 ， 瑞 利 问题 (4.4) 一 (4.6) 的 解 w(t, z) 
非但 初始 间断 在 瞬间 即 可 被 磨 光 , 解 立 刻 变 得 非常 光滑 甚至 解析 ; 而且 
由 于 u(t,7) 解析 , 它 在 > 0, z > 0 的 任 一 区 域 中 均 不 可 能 恒 为 零 
(除非 u(t, z) 恒 为 零 ), 从 而 波 具 有 无 穷 的 传播 速度 .此 时 ,方程 (4.4) 
更 接近 抛物 型 偏 微分 方程 
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以 上 讨论 可 以 小 结 如 下 : 
1 车 m 在 [0,00) 上 是 光滑 的 ， 解 (t,x) 的 奇 性 以 有 限 速度 


一 人 广 m(t)dt (4.50) 


传播 ， 旦 解 沿 z = at 的 路 度 指数 地 衰减 到 零 ， 

2 车 m 在 t 二 0 处 可 积 , 但 m(0) = co, 传播 速度 仍 为 有 限 ， 
但 解 的 初始 奇 性 髓 间 即 被 抹 去 ， 解 的 光滑 性 依赖 于 m 在 t 二 0 处 奇 
性 的 程度 . 

3° 车 m 在 t= 0 处 具有 不 可 积 奇 性 ,传播 速度 是 无 限 的 ， 解 具 
有 更 高 的 光滑 性 ， 甚 至 解析 . 

这 一 节 对 线性 情形 的 讨论 提示 我 们 ， 对 非 线性 粘 弹性 动力 学 方程 
(组 ), 如 果 所 含 的 核 在 t = 0 处 具有 奇 性 ， 那 么 其 定 解 问题 的 解 与 纯 
弹性 ( 双 曲 型 ) 的 情况 相 比 ， 应 有 较 高 的 光滑 性 等 较 好 的 性 质 ， 对 于 纶 
解 , 已 据 此 得 到 高 维 情况 的 整体 存在 定理 ( 见 [3], [9] 等 ). 至 于 能 否 得 
到 在 任意 给 定 的 初 值 (不 一 定 充分 小 ) 下 整体 经 典 解 的 存在 定理 ， 即 使 
对 一 维 情况 ， 也 是 一 个 没有 得 到 解决 的 问题 . 


85. 加 速度 波 的 传播 
类 似 于 上 章 对 热 弹性 力学 方程 组 那样 ， 本 节 对 粘 弹 性 力学 方程 组 
的 加 速度 波 的 传播 进行 讨论 ， 以 如 下 一 维 煌 弹性 动力 学 方程 为 例 予 以 
考察 
us = (ga) + M(t — 7) (hwslt, 2), ts(T, sdr, (5.1) 


县 假设 mm 为 正则 核 . 
设 二 为 岂 z) 平面 上 的 曲线 


z = zf). (5.2) 
车 妈 在 曲线 厂 外 适当 光 清 并 满足 方程 (5.1), 且 及 其 一 阶 偏 导数 内 


与 tz 越过 曲线 了 时 连续 , 而 妈 的 - 阶 偏 导数 在 厂 上 有 第 一 类 间断 ， 
就 称 开 为 加 速度 波 曲线 . 
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设 在 加 速度 波 传人 之 前 ， 粘 冰 性 体 处 上 均匀 变形 状态 ， 即 
dU 三 Uo 当 T> ZH 时 , (5.3) 


其 中 to 为 一 常数 ( 见 图 10), 且 设 加 速度 波 由 左 向 右 传 播 , 即 六 > 0. 


记 


d 0 ， 8 
a = 于 + (5.4) 
由 zt 与 tz 越过 天 的 连续 性 ， 有 
da _ [dws] 
名 | = 各 | =0, (5.5) 
其 中 | 表示 所 示 函 数 越过 症 的 获 度 ， 由 (5.5) 式 分 别 得 到 
lus] = —2’(t) lua] (5.6) 
及 
[ua = —z’(t) luz}. {5.7) 
由 此 就 有 
[lua] = (人 的) uca]. (5.8) 


利用 假设 (5.3) 以 及 wz 越过 丁 的 连续 性 ， 由 方程 (5.1) 可 得 


[un] = (ra + ha(0,0) / m(s)ds) [uss], (5.9) 
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其 中 有 i(., *) 表示 瑚 关于 其 第 一 个 变量 的 偏 导数 ,比较 (5.8) 与 (5.9) 
两 式 ， 就 得 到 


oO + hn (0,0) 广 m(s)ds = (z(t)). (5.10) 


由 强 椭圆 性 条 件 ， 上 式 左 端 保持 正 值 , 于 是 , 对 向 右 传播 的 加 速度 波 ， 


有 
wt) = 1/9'(0) + Hn(0,0) Fmts)as AV (5.11) 


为 一 正常 数 ， 
将 方程 (4.1) 关于 t 求 导 一 次 , 得 


alt = 9 (Un) zzt + 9 (Us)Uottrs 
+m(0) (hi (us, Wz) + haltis, Us)) uss 


+ /me hlt s,s(r, a))edr 


+ mkt Dhluslh oue lr adr, 全 加 


其 中 ha(-) 表示 h 关于 其 第 二 个 变量 的 偏 导 数 ， 利 用 假设 (5.3) 且 
注意 到 (5.11) 式 ， 并 假定 


m(+00) = 0， (5.13) 


在 曲线 二 Z(t) 上， 由 上 方程 易 得 


fuw] = Te 
十 (ra 十 nu(0,0) / m(s)ds) [uwa] [ize] 
+m(0)h2(0, 0) [eza], (5.14) 


中 有 11(0,0) 表示 户 关 于 其 第 一 个 变量 的 二 阶 偏 导数 ， 易 知 


Spe] = [ul + Vlusel, (5.15) 
Fhe] = ese) + Vue. (5.16) 
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再 注意 到 (5.6) 式 ， 就 得 到 
fuel = 2 十 Sa 十 V2 [urat]. (5.17) 


将 (5.17) 、(5.6) 及 (5.8) 式 代 入 (5.14) 式 ， 就 得 到 uw 在 瑟 上 的 
跃 度 


alt) = [ual (5.18) 
满足 如 下 的 微分 方程 : 
A(t) + oo?(t) + Balt) = 0, (5.19) 
其 中 
= — zs (Oh,0) mds), (620) 
8 = am(O)ha(0.0). (52D) 


方程 (5.19) 与 第 六 章 中 的 (5.28) 式 在 形式 上 完全 一 样 , 因此 , 与 第 六 
理 定 理 5.1 类 似 ， 有 如 下 定理 


定理 5.1. 对 一 维 粘 弹 性 动力 学 方程 组 (5.1), 由 (5.3) 式 给 出 
的 由 左 向 右 进入 均匀 变形 状态 的 加 速度 波 的 磊 幅 


B 


a(d) = TE (5.22) 
(5 中 ”- 
其 中 心 及 所 分 别 由 (5.20) 和 (5.21) 式 给 出， 此 让， 
le 假设 
m{0)ha(0,0) < 0 (5.23) 
若 
6 
(ol< | (5.24) 
或 


sign a(0) = sign (# ‘(0) + Fn1(0, 0) Fm (jds)， (5.25) 
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则 当世 -十 oo 时 ， a(t) 指数 地 衰减 到 零 ， 其 衰减 率 与 e- 有 ! 相同 . 
22 假设 


(0) + ta(0,0) / ~ m(s)ds # 0. (5.26) 


ja(0)| > 加 (5.27) 


roo 


sign a(0) = 一 sign ("0) 十 mi(0.0) 人 


m(s)ds) ， (5.28) 
则 当 上 一 ts 时 ， af 人 (的 一 co, 其 中 


-LTnf+-2 
tw = 3! +5) (5.29) 


下 面 对 这 个 定理 的 条 件 及 其 结论 的 意义 作 一 简单 的 说 明 ， 由 定理 
2.2, 相应 于 方程 (5.1) 的 本 构 关系 为 耗 散 的 充分 必要 条 件 是 
mr) f hme<0, ven e Rr20. (5.30) 
n 
由 此 立即 可 见 ， 7n'(7) 应 保持 确定 的 符号 ， 不 失 一 般 性 ， 设 
ni (7)20, Yr20. (5.31) 
假设 m(+o0) = 0 ( 见 (5.13) 式 ), 将 上 式 直 到 -+co 积分 ， 就 得 到 
mm(7) 和 0， Yr>0. (5.32) 
此 外 .由 (5.30) 和 (5.31) 式 可 见 
€ 
f nmacso, venem. (5.33) 
好 


再 注意 到 Am, 7) 二 0, 立即 可 得 hh(&,) 关于 《至少 在 9 附近 是 单调 
减少 的 ， 即 成 立 


Pa 人 人 和 0， VE € IR, 旦 在 9 附近 . (5.34) 
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这 样 ， 注 意 到 由 (7,7) 一 0 有 加 (0,0) = 一 ha(0,0), 由 (5.32) 
与 (5.34) 可 以 看 出 ，(5.23) 式 实际 上 体现 了 耗 散 不 等 式 的 要 求 . 此 时 
由 定理 5.1 的 结论 1", 在 适当 的 耗 散 假设 下 ， 若 解 的 初始 间断 路 度 充 
分 小 , 则 随 着 时 间 的 增加 ,该 问 断 将 指数 地 宸 减 到 零 . 这 一 结论 提示 我 
们 ， 粘 弹 性 动力 学 方程 组 在 适当 的 耗 散 假 设 下 ， 对 于 充分 小 的 初 值 ， 
有 可 能 存在 整体 经 典 解 ， 另 一 方面 ， 条 件 (5.26) 则 是 保证 方程 (5.1) 
在 tu = us 一 0 时 为 真正 非 线性 的 条 件 ， 定 理 5.1 的 结论 2° 提 永 
我 们 : 在 真 止 非 线 性 的 条 件 下 ,对 于 适当 大 的 初 值 ,方程 (5.1) 的 经 典 
解 可 能 在 有 限时 间 内 破裂 ， 上 述 关于 粘 弹 性 动力 学 方程 的 加 速度 波 传 
的 结果 也 是 由 柯 尔 曼 和 哥 丁 于 20 世纪 60 年 代 中 期 得 到 的 ( 见 [7]). 
随后 的 研究 已 部 分 地 证 实 了 上 面 的 这 些 猜测 、 对 于 一 维 情况 ， 可 参阅 
[2] 及 所 附 的 参考 文献 .对 上 高 维 情况 的 方程 组 ， 近 年 来 也 已 有 一 些 结 
果 . 


习 题 
1. 对 由 图 11 给 出 的 由 和 个 麦克 斯 韦 模型 与 一 个 单独 的 弹 秘 
并 联 给 出 的 精 弹性 模型 ， 试 证 明 其 应 力 -应变 关系 为 


o(f) = kselt 六 ec 人 dr 


其 中 入 = 有 /ui (i=1 2 


上- 一 = 


如 而 1 有 和 


2. 利用 麦克 斯 韦 模 型 与 开尔文 模型 的 本 构 方程 确定 由 图 12 所 未 
的 麦克 斯 韦 - 开尔文 组 合 模型 的 本 构 方程. 
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in 
CL 


图 12 
3. 证 明 : 对 于 任 一 给 定 的 单 积分 形式 
Fe’) = GO)+ {°° Hr, élD), él — 7))dr, 


总 可 将 其 改写 ,使 其 核 及 (7,&,) 满足 假设 (A1). 

4. 证 明 引 理 2.3. 

5. 设 m(t) 为 (0, 十 co) 中 单调 减少 的 非 负 函 数 ， 且 对 任意 给 定 
的 p>0,me Li(p,o0). 又 设 tm(#) 在 t=0 处 可 积 . 证 明 


人 mlt) sin stdt>0, vs ERRs>0， 
0 


6. 设 ae (0, 00). 证 明 a 为 强 正定 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 


E>0, 使 < 


1+é€2 
其 中 他 表示 a 的 拉 普 拉 斯 变换 . 
7. 设 4,0/,a” e Li(0, oo), 且 4 是 强 正定 的 . 证 明 


Realié)> YE € R, 


a(0) > 0 a'(0) < 0. 
8. 讨论 如 下 具有 非 局 部 型 边界 条 件 的 初 - 边 值 问题 : 
t 
ut = (bux))s +/ ot — Tplus(r rz)))sdr,0 < zr < 


(ka 十 人 at 一 T)W(ua(T， adr) 


ule-o = ao(z)， utlt=0 = ui (2), 


=0, 
0 


习 题 99 


其 中 避 及 纪 为 给 定 的 函数 . 设 & 为 正则 的 正定 核 , $(0) = (0) = 0， 
且 守 () > 0, 86) > a(0)w(&), YE € 及. 证明 这 一 问题 的 边界 条 
件 可 化 为 局 部 型 的 ， 即 等 价 于 


tajz-o = Uzlz=t = 0. 


9. 没 人 C IR3 为 具有 光滑 边界 Bf2 的 有 界 区 域 ， 9 = y(t, 2} 
为 以 耗 散 型 单 积分 形式 (2.18) 为 本 构 方程 的 非 线性 粘 弹性 动力 学 方程 
组 (3.32) 的 解 ， 并 在 9662 上 满足 边界 条 件 


记 一 2 一 全 一 0. 
又 设 体积 力 5 三 0. 证 明 
E(t) = 3h, lajPdz+ /vattz))dz 
+ fm mr VE 2), Vt 7,2))drdz 


为 该 问题 的 李 雅 普 诺 夫 (Lyapunov) 泛 函 ， 即 成 立 


dE(t) 
— < 
<0, 


其 中 
d= [GO di mtngD= fama 
10， 写 出 各 向 同性 线性 粘 弹性 力学 方程 组 (3.26) 的 各 种 定 解 问 
题 . 
11. 设 WE) 为 连续 可 微 函 数 ， 生 


[WO -waco0, wenen. 


证 明 
(E20, VE eR. 
12. 验证 (4.38) 式 . 


I00 
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81. 引 言 


在 第 二 章 及 其 后 的 两 章 中 我 们 从 宏观 的 角度 研究 了 流体 动力 学 . 
在 那里 ， 我 们 考察 的 对 象 不 是 流体 个 别 分 子 的 微观 性 质 ， 而 是 由 大 晤 
分 子 组 成 的 流体 微 团 的 宏观 性 质 ， 然而 ,流体 的 宏观 运动 状态 本 质 上 
应 该 是 由 流体 分 子 的 微观 运动 状态 所 决定 的 ， 只 有 有 从 微观 这 一 个 更 深 
的 层次 观察 问题 ， 才 能 进一步 看 清 问 题 的 本 质 . 

在 本 章 中 , 我 们 将 从 分 子 的 微观 现象 出 发 ,阐明 气体 的 输 运 过 程 . 
这 不 仅 是 研究 稀薄 气体 动力 学 的 重要 基础 ， 而 且 在 此 基础 上 ， 可 将 气 
体 动力 学 的 宏观 现象 作为 一 种 特殊 的 极限 情况 来 加 以 处 理 ， 由 此 可 以 
看 出 各 种 近似 的 有 效 范围 . 这 也 自然 地 给 出 了 如 何 决定 粘性 系数 、 导 
热 系数 以 及 状态 方程 的 方法 . 

下 面 ， 先 作 一 些 一 般 性 的 措 述 . 

已 知 在 常温 常 压 下 , 宏观 的 气体 样品 中 包含 大 量 的 分 子 , 例如 , 在 标 
玲 状 况 下 , 即 压 强 p = 1 气压 ( 约 合 1.013 x 105 Pa), 温度 T= 273 K 
( 即 0"C) 时 ， 一 立方 厘米 空气 中 的 分 子 数 为 


no 2.69 x 1019. 


这 一 庞大 的 数字 启示 我 们 ， 对 气体 个 别 分 子 作 详 细 的 勒 力学 描述 ， 不 
仅 没 有 可 能 ,而 且 没 有 必要 ， 从 实用 的 观点 看 , 对 大 基 单 个 分 子 的 运动 
作 平 均 ， 采 用 统计 措 述 应 该 是 合理 的 . 

在 标准 状况 下 ， 空 气 中 分 子 间 的 平均 距离 是 


1 
ms oe 3x10 7 (cm), 


本 


这 和 分 子 尺寸 (近似 等 于 0.53 x 10-8 cm) 相 比 要 大 得 多 . 因此 ， 除 磁 
擅 外 , 气体 分 子 间 的 相 据 作用 力 可 以 忽略 不 计 , 而 县 分子 间 发 生 碰 挤 的 
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可 能 性 也 比较 小 ， 可 以 忽略 三 个 或 三 个 以 上 分 子 同时 发 生 磁 撞 的 可 能 
性 ,而 只 从 分 子 间 成 对 发 生 相 互 作用 的 角度 来 考虑 分 子 僧 撞 的 效应 . 

- 般 说 来 , 研究 微观 粒子 的 运动 和 碰撞 要 利用 量子 力学 (参见 第 十 
章 ), 但 实际 上 ， 对 于 气体 动力 学 中 的 许多 应 用 问题 ， 用 经 典 力学 已 经 
是 足够 了 . 本 章 就 利用 经 典 力学 的 办 法 ,确定 每 次 碰 擅 的 分 子 困 道 ， 作 
出 分 子 的 输 运 方程 ， 并 由 此 求 得 热力 学 及 流体 动力 学 的 一 些 基本 关系 
式 . 


82. 玻 尔 兹 曼 (Boltzmann) 方程 


2.1. 分 布 函数 

假定 只 存在 一 种 分 子 . 对 任 一 时 刻 t, 可 由 其 位 置 2 = (Zi z2,23) 
及 速度 名 三 (W1,v2, v3) 来 描述 一 个 分 子 的 状态 ， 为 了 描述 分 子 的 分 布 
状况 ， 引 入 分 布 函数 


f= flt, mo)， 


其 意义 如 下 : 在 时 刻 t, 位 置 落 在 Zz 附近 的 一 个 微 元 体积 dz 中 ,而 速 
度 在 附近 的 一 个 微 元 体积 dw 中 的 分 子 的 平均 数目 是 


dN = flt, zw, v)dzdyv, (2.1) 


其 中 dz = dzidzradzs 及 dv 二 dudvodvs. 于 是 ， 了 是 在 时 刻 十 在 
(2, 0) 处 单位 体积 及 单位 速度 变化 范围 中 的 分 子 数 ， 这 是 一 个 密度 分 
布 函数 . 这 里 ， “平均 ”意味 着 通过 对 许多 相同 的 测 世 分 子 分 布 的 实验 
结果 取 平 均 来 给 出 函数 上 

若 分 布 函数 f(t, zz) 为 已 知 , 就 可 以 由 它 决定 出 许多 宏观 的 量 . 
例如 ， 在 给 定 体积 Y 中 的 分 子 总 数 为 


N= /arf, flt, wy Vdo. (2.2) 
再 由 /的 定义 ，t 时 刻 在 ze 处 单位 体积 内 的 分 子 总 数 为 
n 人 四 = 人 Amajdv (2.3) 


十 是 ， 所 考察 的 气体 在 t 时 刻 、 2 处 的 密度 为 


pw) =nM=M A ,f(t ww)dv, (2.4) 
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其 中 MM 为 分 子 的 质量 ;而 在 t 时 刻 、 zw 处 的 平均 速度 Vlt, 2) 一 
《5 V3) 则 中 


Vt,x) = Ef oft wv)dy 
_ f ,vf lt vdy 
f ,ft ,wav 
ha 


来 决定 . 
此 外 ， 在 气体 分 子 论 中 ， 在 t 时 刻 、 z 处 的 温度 了 (t,%) 由 


SnkT(b om) = 人 SM Vfl wv)dy (28) 


决定 ,其 中 n 及 分 别 由 (2.3) 及 (2.5) 式 给 出 ， JM 为 分 子 的 质 
量 , 而 


k= 1.380 x 10-23J/K 


是 玻 尔 兹 盟 常 量 ,下面 将 会 看 到 , 对 于 处 于 热力 学 平衡 态 的 理想 气体 ， 
(2.6) 式 就 化 为 通常 的 温度 的 定义 ; 而 即使 对 于 非 平衡 态 的 气体 ， 也 由 
(2.6) 式 给 出 温度 的 定义 . 

(2.6) 式 的 有 边 表 未 每 单位 体积 的 然 能 事实 上 ， 一 人 是 扣除 
了 宏观 速度 后 的 分 于 运动 速度 ， 3M|v 一 VI? 为 单个 分 子 的 动能 ,而 
fdv 为 对 每 单位 体积 、 速 度 在 微 元 体积 du 中 的 分 子 数 . 因此 ， (2.6) 
式 右 端 为 单位 体积 中 分 子 热 运动 的 能 量 ， 它 应 是 温度 的 函数 ， 这 隐 售 
着 所 论 的 气体 为 理想 气体 . 

至 于 在 时 刻 + 、 2 处 的 压力 张 量 则 定义 为 


iltg = fy Ml Wo Wb wv)do 
(47 = 1,2,3). (2.7) 
以 后 将 看 到 ， 它 与 我 们 在 第 一 章 82 中 定义 的 应 力 张 量 相差 一 个 负 号 . 
在 很 多 我 们 感 兴趣 的 情况 ， f 关于 变量 名 一 V 基本 上 是 球 对 称 


的 , 因为 坐标 的 取向 对 f 几乎 没有 什么 影响 ， 在 将 2 减 去 平均 速度 亿 
后 , 就 不 再 有 优势 的 方向 . 特别 , 当 了 只 是 |v 一 VI? 的 函数 时 , 注意 到 


hs Wy 了 如 十 碟 十 堪 )du = 0， 著 i 
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人 妈 F2 十 十 友 )du 一 h, wf (2 + 2 + 2)du 
“JR 

-人 uf (2 + 2 + 2) du, 
易 知 


ml 9 


且 注 意 到 (2.6) 式 ， 有 


1 忆 _1 2 
3 = 3 hs My flt,z, vdv 
= nkT(t, 2). (2.9) 


> 
ll 


这 还 好 相应 于 理想 气体 的 情形 .这 也 说 明 ， 上 述 讨论 的 适用 范围 是 理 
想 气体 . 
最 后 ,在 t 时 刻 ，Y 处 单位 体积 的 总 能 量 是 


hs wp zubjdu 

= {te Vt2o W.Va 
[Sho Vfavt {Mw Wav 
M 
-IW fa fa 


SngT +nM|IV ~ MI 


由 


3 1 
22kT+ anlW. (2.10) 


这 里 我 们 利用 了 (2.6) 、 (2.5) 及 (2.3) 一 (2.4) 式 ， 总 能 量 是 内 能 和 
恬 观 动能 之 和 ， 注 意 到 SnkT 一 3p， 单位 质 芍 内 能 为 


ee 2.11 
一 了 开 - (2.11) 
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2.2. 玻 尔 兹 曼 方 程 

为 了 央 定 分 布 函数 f(t. 2, 9), 并 论述 关于 气体 非 平衡 性 质 的 普遍 
理论 ， 我 们 要 建立 了 满足 的 方程 一 玻 尔 兹 曼 方 程 , 这 是 分 子 数 守恒 
定律 在 数学 上 的 描述 . 

为 了 得 到 这 个 方程 ， 考察 时 刻 t 处 于 (Zz.v) 状态 的 分 子 的 运动 . 
设 作用 在 分 子 上 的 外 力 为 Flt, ,0) (往往 可 假设 它 与 号 无 关 ， 因为 外 
为 通常 是 宏观 作用 的 ), 二 是 作用 在 单个 分 子 每 单位 质 荆 上 的 作用 力 为 


Ft, 1,v) 
一 (2.12) 
在 一 个 时 间 间 隔 dt 中 ， 设 分 子 亲 不 发 生 健 德 ， 于 是 原先 在 鞋 时刻 
处 于 (zu) 的 分 子 ， 在 十 dt 时 刻 就 将 处 于 (za ), 其 中 
一 和 十 udt， 
v= 2+ gdt. 


gt, 2,Y) = 


(2.13) | 


相应 地 ， 在 t 时 刻 处 二 (Zz, v0) 的 体积 微 元 drdv 内 的 所 有 分 子 ， 在 
t 十 dt 时 刻 就 会 由 于 运动 而 处 十 (2,v') 的 体积 微 元 dz'dw' 中 . 注意 
到 


D(z ao 
J ， 
dz'dw = idet 5 本 可 dzrdv, 
Oz',V) 
而 变换 (2.13) 的 雅 可 比 行列 式 det Beno 为 
1 0 0 dt 0 0 
0 1 0 0 dt 0 
0 0 1 0 0 dt 
Og Og Og 
dt dt sdt 1 0 0 
Or bx Ors =1+O(de). 
ag O92 ,, Og 


dt “dt -2 
Brid Br2d Ed 0 1 0 


os 
Drl Or2 Drs 


不 计 在 今后 讨论 中 不 起 作用 的 高 阶 小 其 ， 就 有 
dz'du = dzdu. (2.14) 


di 0 0 1 
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于 是 ,在 t 时 刻 、 在 (2.9) 处 的 体积 微 元 dzdw 中 的 分 子 数 为 


dN = flt, 2,v)dzrdv, (2.15) 


而 在 t+ 十 df 时 刻 、 在 (2', 2 处 的 相应 体积 微 元 中 的 分 子 数 则 为 
dN’ = f(t + dt, wv )drdv. (2.16) 


如 果 分 子 间 不 发 生 相 扣 作用 ( 碰 擅 ), 那么 时 刻 在 (z,b) 处 的 体 
积 微 元 内 的 所 有 分 子 ， 在 上 + dt 时 刻 都 会 运动 到 (2 坟 ) 处 的 相应 体 
积 微 元 之 内 ， 从 而 有 
dN = dN' (2.17) 


但 实际 上 ,由 于 有 分 子 间 的 相互 作用 ( 碰 擅 ), 一 方面 有 些 原先 不 在 (z, 当 ) 
处 的 体积 微 元 dzdv 内 的 分 子 会 散射 到 {2', vv) 处 的 相应 体积 微 元 内 ; 
另 一 方面 ， 不 先 在 (z,%) 处 的 体积 微 元 dzqdu 内 的 有 些 分 子 也 会 散射 
到 (2,V) 处 的 相应 体积 微 元 之 外 ， 于 是 ， (2.17) 式 一 般 并 不 成 立 ， 
而 应 代 之 以 
dN’— dN = Jdtdzdv. (2.18) 


上 式 右 端 表 示 由 于 散射 而 引起 的 粒子 在 体积 微 元 内 的 净 增 益 ， 它 应 和 
dz, dv 及 di 成 正比 ， 故 有 上 述 形式 ,而 , 将 在 下 文中 决定 ， 
由 (2.15) 一 (2.16) 及 (2.13) 式 ， 不 计 高 阶 小 量 ， 就 有 


dN’—dN 
ft + dt, wv drdv — flt, ,vv)drdv 
(flt+dt,w+ vdt,v + gdt) — flt,z,v))drdy 


ll 


昌 


0 


(多 +0.Vof +g. vf) dzdvdt, (2.19) 


其 中 记 
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由 (2.18) 和 (2.19) 式 ， 就 得 到 f(t, 2, 2) 应 满足 的 偏 微 分 方程 


Hv vf tg vf -1 (2.20) 
它 称 为 孩 尔 兹 坚 方 程 . 
在 上 述 方程 中 ， 可 将 其 右 端 ,] 写 为 


J= 记 一 J (2.21) 


其 中 内 与 J 的 意义 如 下 了 dtdzdo 表示 在 时 间 间 随 [t,t 十 d 
中 因为 碰 挤 而 离开 原先 考察 的 体积 微 元 drdv 的 分 子 总 数 ， 即 具有 下 
述 性 质 的 碰 术 的 次 数 ， 其 中 两 个 碰撞 分 子 中 有 一 个 开始 在 (2, 2) 处 的 
体积 微 元 dzdv 中 ; 而 Jidtdxdv 表示 在 时 间 间 隔 |t,t 十 dj 中 因为 
磁 擅 而 进入 原先 考察 的 体积 微 元 dzdy 的 分 子 总 数 ， 即 具有 下 述 性 质 
的 太 掉 的 次 数 ， 其 中 两 个 磁 掩 分 子 磁 擅 后 有 一 个 落 在 (z,9) 处 的 体积 
锁 元 dzdy 中 这样 ， J 就 是 在 [t,t 十 dd 时 间 内 粒子 在 (2, 9) 处 的 
体积 微 元 drdyw 中 的 净 增 益 数 . J 称 为 碰撞 项 . 
为 了 决定 几 及 J-, 必须 先 具 体 地 研究 碰 擅 的 性 质 . 


2.3. 二 体 碰 挤 

我 们 考察 两 个 具有 相等 质量 且 无 内 部 结构 的 分 子 在 自由 空间 中 的 
弹性 碰撞 , 每 个 分 子 的 状态 由 其 位 置 及 速度 来 描述 . 

设 两 分 子 碰 模 前 的 速度 分 别 为 v 及 mm, 而 碰 檀 后 的 速度 分 别 为 坟 
及 也 . 由 动量 及 能 车 守恒 定律 ， 有 


V+W= 人 + (2.22) 
及 
[oP + howl? = jo + hw (2.23) 
令 
5= lw+w), T= 1 4w) 
= 3(V + ww), = 3 + 
及 
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{2.22) 一 {2.23) 式 可 改写 为 
= 好， (2.24) 
lul = ee (2.25) 
事实 上 ， (2.22) 与 (2.24) 是 完 爹 等 价 的 . 又 由 (2.22) 式 ， 有 
lw + 20. tw + wl = [VE + 20 十 ja 


注意 到 (2.23) 式 ， 上 式 给 出 


从 而 
wp —20. w+ hop = vp — 20 .tw + jw), 


这 就 是 (2.25) 式 . 反 过 来 的 推导 也 是 显然 的 ， 

由 (2.24) 一 -(2.25) 式 可 以 看 到 : 弹性 碰 挤 不 改变 平均 速度 加 二 页 
而 ww 仅 为 ut 的 一 个 旋转 ， 其 大 小 不 变 ， 于 是 ,给 定 如 也 以 及 记 对 
尼 的 旋转 角 (9, 内 就 完全 决定 了 页 柱 ( 见 图 1). 角 9 及 乡 称 为 散射 
角 . 
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若 五 及 包 分 别 在 其 附近 的 微 元 dr 及 du 中 变动 ， 而 散射 角 9 
及 由 保持 不 变 ， 则 碰撞 后 的 基 如 及 人 也 将 在 其 相应 的 微 元 dy 及 
dw 中 变动 . 由 于 五 一 好, 故 d 虹 = dz. 再 由 上 9 0 保持 不 变 ， 又 有 
lau| = |qaz|. 这 样 ， 就 有 


dodu = dzdw (2.26) 
此 外 ， 利 用 五 及 刀 的 定义 ， 通过 直接 计算 易 知 
did = dvdw. (2.27) 
类 似 地 ， 有 
dy' du = dv du’. {2.28) 


因此 ， 若 稍 许 改变 5" 及 忆 , 但 保持 散射 角 不 变 , 那么 W 及 aw 将 也 作 
稍 许 的 改变 ， 且 成 立 
dvdw = du da (2.29) 


这 儿 ， 平 均 速度 石 并 不 是 一 个 特别 重要 的 量 ， 事实 上 ， 在 一 个 以 
均匀 速度 宇平 移 的 新 华 标 系 下 ， 仅 需 考虑 相对 速度 4 及 ww'， 这 一 符 
标 系 称 为 质心 坐标 系 . 

碰 擅 过 程 在 实验 室 坐标 系 ( 即 观察 者 所 处 的 仍 标 系 ) 及 质心 坐标 系 
中 的 表示 可 分 别 见 图 2 及 图 3. 


图 2 


在 质心 坐标 系 下 , 仅 需 集中 精力 考虑 一 个 碰撞 分 子 ， 因 为 另 一 个 和 
它 磁 撞 的 分 子 与 其 有 相反 的 速度 这样， 问题 就 等 价 地 化 为 一 个 分 子 


110 第 八 章 气体 分 子 运动 论 


对 -个 假想 的 固定 力 心 O 的 散射 问题 ， 一 个 分 子 以 速度 tt 迫近 O 点 
{ 见 图 名 , 其 入 射 轨道 与 O 点 的 垂直 虐 离 昌 称 为 碰 模 参数 , 取 〇 点 为 
坐标 原点 ， 并 取 &3 轴 与 以 的 方向 平行 ,因为 lu| = |w, 该 分 子 最 后 
的 状态 由 两 个 散射 角 8 和 决定 ， 其 中 日 为 WW 与 63 轴 的 夹 角 ， 而 
介 为 由 关于 &3 轴 的 方位 角 ， 下 面 将 9 与 9 一 起 记 为 2. 


2 


下 面 引入 微分 数 射 截 百 o( 人 2) 这 一 重要 的 概念 . 
我 们 看 到 ， 俊 擅 的 初始 速度 v 及 tw 并 不 能 唯一 类 定 碰 檀 , 因为 它 
们 不 能 决定 碰撞 参数 b. 给 定 v9 及 包 , 由 于 厂 二 3(v 十 tp) 给 定 ， 相 
当 于 给 定 了 一 类 碰 垣 ,它们 具有 同样 的 质心 系 .这 一 类 碰撞 由 相应 于 
所 有 可 能 的 碰撞 参数 (因而 所 有 可 能 的 散射 角 ) 的 碰撞 所 组 成 ， 为 了 播 
绘 这 一 类 碰 擅 ， 可 想像 一 均匀 分 布 在 空间 、 且 具 初 始 速度 芭 的 分 子 射 
东 入 射 到 力 心 O 上， 见 图 4. 

设 了 为 单位 时 间 ( 秒 ) 内 通过 垂直 填 射 束 的 单位 面积 的 入 射 束 中 
的 分 子 数 ， 称 为 入 射流 . 微分 散射 截面 9( 人 2) 就 由 下 式 定 义 ， 


Totf9)df2 二 单位 时 间 内 由 于 散射 而 偏转 到 围绕 人 2 
的 立体 角 df 中 的 分 子 数 . (2.30) 
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图 4 [ 


微分 散射 鹤 面 9( 人 2) 有 面积 的 其 纲 ， 其 几何 意义 如 下 : 
单位 时 间 内 散射 偏转 到 [人 2, 人 2 十 d 人 中 的 分 子 数 
二 单位 时 间 内 入 射 束 越过 垂直 十 射 束 面积 c( Djd2 

的 分 子 数 . 


a(02) 对 所 有 立体 角 元 素 的 积分 
om = /epdp (2.31) 


称 为 总 截面 , 这 里 ， 无 论 是 0( 02) 还 是 oot 均 应 理解 为 与 |a| 有 关 . 

微分 散射 鹤 面 是 一 个 可 以 直接 通过 实验 测量 的 量 ， 若 内 部 分 子 势 
为 已 知 ， o( 人 2) 也 可 以 通过 计算 的 方法 得 到 ， 但 必须 利用 量子 力学 的 
方法 . 这 是 因为 在 碰 挤 过 程 中 , 分 子 之 间 要 重 琶 ,已 不 能 用 经 典 力学 的 
办 法 处 理 . 这 里 ， 我 们 假设 对 所 考虑 的 气体 ， o (2) 已 给 定 . 

现在 记 

(人 = ao(v, ww = v0), 

其 中 心 及 他 为 分 子 科 撞 前 的 速度 ，W 及 ew 为 碰 挤 后 的 速度 、 面 人 2 
则 为 也 一 也 与 一 之 间 的 夹 角 及 方位 角 . 

0( 人 2) 有 如 下 的 对 称 性 质 . 
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(a) 对 时 间 反 演 的 不 变性 ， 
oa(v, 一 VY, 一 a( 一 由 一 由 一 一 2 一世 ). (2.32) 


这 表示 若 将 时 间 芭 演 ， 每 个 分 子 将 按 它 原先 的 路 程 返 回 ， 
(b) 对 旋转 及 反射 的 不 变性 ; 


(0 下 WO 人) (2.33) 


其 中 V* 等 表示 由 等 分 别 经 过 同一 个 旋转 或 镜面 反射 而 得 的 向 其 ， 

给 定 一 个 碰撞 ， 可 以 定义 它 的 反 碰 樟 . 它 由 将 原先 辜 撞 的 初始 状 
态 及 结束 状态 筷 换 而 构成 . 作为 上 述 对 称 性 的 一 个 推论 , 可 以 证 明 : 反 
碰撞 与 原 碰 拉 具有 同样 的 微分 散射 截面 ， 即 成 立 


ov, Wo YW) = oY WW — V, UD). (2.34) 


事实 上 ,考虑 如 图 5 a) 所 示 的 一 个 碰撞 ,由 性 质 (&), 时 间 反 演 后 
微分 散射 截 而 不 变 ， 于 是 就 有 


wr 一 wp 


可 by 


a 
< 


所 
四 


o 由 
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ov wo VW) = 0 —W 一 一 六 一 好 )， 


见 图 5 b). 取 一 适当 的 轴 向 nn, 使 它 垂直 地 豆 一 好 ,然后 将 图 5 hb) 绕 
呈 旋转 7 角 ， 巾 性质 (b), 微分 散射 截面 仍 保持 不 变 ， 即 成 立 


ov ~ 一 一人 一 外 ) = 0 ,Ww 2 ,Ww). 


这 里 VV 等 是 一 等 分 别 经 过 上 述 旋转 所 得 的 向 景 ， 见 图 5 cj， 再 将 
图 5 c) 关于 垂直 于 n 的 平面 已 作 一 反射 ， 易 见 此 时 or 及 Wr 等 分 
别 相应 地 变 为 吕 及 vY 等, 见 图 5 d). 由 性 质 (b), 微分 散射 截面 仍 不 
变 , 就 有 


ov, Ww 0, 0") = a Ww — 9, ww). 


这 就 证 明了 (2.34) 式 . 

上 述 推导 的 关键 在 于 ， 任何 一 个 向 量 名 先 绕 负 nn 旋转 7 角 ， 然后 
对 季 直 于 nt 的 平面 作 反 射 ， 就 变 为 -u， 再 加 一 个 时 间 反 演 ， 就 回 到 
当然 ,此 时 该 向 地 在 图 中 的 位 着 已 发 生 了 变化 (比较 图 5 a) 及 4)). 


2.4. 碰撞 项 J 的 决定 

现在 讨论 如 何 决 定 琉 尔 次 曼 方程 (2.20) 右 端的 磁 擅 项 了. 为 此 目 
的 ， 假 设 

{a) 只 需 考虑 两 个 分 子 间 的 碰 擅 ， 邑 设 气体 是 相当 稀薄 的 ; 

(b) 不 考 虚 气 体 容器 的 壁面 ， 因 这 只 对 边界 条 件 有 影响 ; 

({c) 不 计 外 力 对 碰 擅 截面 的 影响 ; 

(d) 各 分 子 的 运动 状态 (其 速度 与 位 置 ), 在 不 发 生 碰 擅 时 是 互 不 关 
联 的 ， 也 就 是 说 各 分 子 的 概率 分 布 是 相互 独立 的 . 这 称 为 分 子 混沌 性 
假设 . 它 表示 在 2 处 的 空间 体积 微 元 dz 与 在 Y 处 的 空间 体积 微 元 
dy 中 ， 速 度 分 别 落 在 附近 的 微 元 du 及 tw 附近 的 微 元 dw 中 的 分 
子 对 的 数目 为 


(ft, wm, vdrdv) (f(t, y, wdydew). (2.35) 


现在 来 决定 (2.21) 式 中 的 J. 由 前 述 ， J 表示 单位 时 间 内 、 在 
单位 体积 元 及 单位 速度 元 中 由 于 碰撞 而 减少 的 分 子 数 ， 考 察 位 置 在 了 
附近 一 微 元 dz, 而 速度 在 y 附近 一 微 元 dv 中 的 分 子 ， 在 同一 体积 微 
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元 dz 中 , 在 任何 速度 tw 附近 的 速度 微 元 dw 中 的 分 子 均 可 视 为 作用 
在 速度 为 9 的 分 子 上 的 入 射 分 子 东 .注意 到 将 骤 心 男 定 ， 入 射 分子 东 
的 相对 速度 为 tp 一 2, 易 知 此 分 子 束 的 人 射流 
了 = 单位 时 间 内 通过 垂 实 于 包 一 名 的 单位 面积 上 的 入 射 
分 子 东 中 速度 在 包 附近 的 微 元 dw 中 的 分 子 数 
= Amwjdwlw 一 可 (2.36) 


于 是 ， 由 (2.30) 式 ， 在 时 间 区 间 [t,t 十 dj 内 发 生 的 磁 擂 {92,40 一 
va 散射 到 图 绕 人 2 的 立体 角 df2 中 的 分 子 数 为 


yo(Didpat = f(t, 2,w)dwhw — vio( fandt, (2.37) 


其 中 0( 人 2) = o(w,w 一 oa) 为 在 质心 坐标 系 下 的 微分 散射 截面 ， 
而 旨 为 如 一 与 tw 一 vV 之 间 的 夹 角 与 方位 角 . 
将 (2.37) 式 关于 tw 与 2 积分 ,就 得 到 在 时 间 区 间 纪 t 十 dj 中 
与 一 个 速度 为 的 分 子 磁 擅 的 分 子 数 为 
人 ,dw / dfo (lw — olf lt, wy rw)dt. (2.38) 
再 考虑 到 在 (Zz,v) 附近 的 微 元 dzdv 中 的 分 子 数 为 
flt,m, Vdrdv, (2.39) 


由 分 子 混 汪 性 假设 ( 见 《2.35) 式 ), 即 得 在 时 间 区 间 [t,t 十 df] 内 ,在 
(Zz,9) 附近 的 微 元 dzdv 中 也 于 碰 扩 而 离开 原先 微 元 的 分 子 数 为 


A ,dw / do( he — olf (lt, wv) f(t vw)ardvdt. (2.40) 
这 样 就 得 到 


= hs dw fafa(O) hw — of (tw wv) fF, 2,0) (2.41) 


其 中 积分 是 关于 tw 及 散射 角 2 进行 的 . 
虽然 上 式 右 端 关 于 人 2 的 积分 可 以 直接 写成 总 截面 的 形式 : 


/ olDda0= oum, {2.42) 
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但 为 下 文 讨 论 的 方便 ， 仍 采用 (2.41) 式 那样 看 起 来 较为 复杂 的 形式 . 

现在 来 决定 (2.21) 式 中 的 ,考察 形 如 {2 ,2W 一 9,2Ww]} 的 碰 
擅 , 其 中 必 为 固定 ， 即 是 我 们 所 考察 的 分 子 速度 . 对 一 个 速度 为 的 
分 子 ， 它 经 受 速度 为 Ww 的 分 子 东 的 入 射 ， 其 入 射流 为 


T= f(t,2,w)dw lw — | (2.43) 


(参见 (2.36) 式 ). 因此 ， 在 时 间 区 间 [tt 十 | 中 ， 因 此 类 碰撞 而 散射 
到 围绕 2 的 立体 角 492 中 的 分 子 数 为 


flt, 2, Ww dw hw’ — vlo'(f)dndt, (2.44) 


其 中 
Tf) = ov ,Ww — ,0). (2.45) 


将 (2.44) 式 关子 Ww/ 及 介 积分, 即 得 在 时 间 区 间 [t,t 十 Qi 内 ， 与 速 
度 为 邮 的 分 子 磁 擅 的 分 子 总 数 为 


人 ,du f dno (Ow — vfs vat (2.46) 
考虑 到 在 (Zz,v) 附近 的 微 元 dtdv' 中 的 分 子 数 为 
flt, £, Ydrdv’, (2.47) 


就 得 到 在 时 间 区 间 他 十 鸭 内 ， 由 于 碰撞 而 进入 (2,v) 附近 的 微 元 
dzdv 中 的 分 子 数 为 


人 da / df (hw — wf lt, wo) ft, 2, )dzdv' dt, (2.48) 


其 中 积分 是 关于 tw 及 2 进行 的 ， 而 凡 则 是 入 射流 的 靶 心 . 
由 于 反 碰 擅 与 原 碰 擅 具 有 相同 的 微分 散射 截面 ( 见 (2.34) 式 ), 有 


oa = (人 )， (2.49) 
其 中 o( 人 2) = oflow 一 oa). 又 由 (2.25) 及 (2.29) 式 , 有 


lw -v= ho (2.50) 
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及 
dudar = dvdw. (2.51) 


利用 (2.49)- (2.51) 式 ， 由 (2.48) 式 易 得 
= 人 du /ace(9m ~ wf, wo) f(t, v0). (2.52) 


在 上 式 中 。 对 任意 给 定 的 9, v/' 及 2w' 是 v, tw 及 有 2 的 函数 . 
将 (2.41) 及 (2.52) 代入 (2.21) 式 ， 就 得 到 碰撞 项 


J = f/ dw f dgo( Olw — vl(f lt, ww) flt, mw) 
ha 
—f(t, 2, 0) f(t, 2, ww)), (2.53) 
其 中 a( 人 = alot 一 信 ,4w') 为 微分 散射 截面 . 
这 样 ， 臻 尔 兹 曼 方 程 (2.20) 就 可 具体 写 为 
(& + f(t, 2, 9) 
= fiw fae — wll 2 of m0) 
—f (lt, 2, v0) f(t, vw, 20)). (2.54) 
这 是 一 个 关于 分 布 函数 f(t, 2,v) 的 非 线性 积分 - 微分 方程 . 研究 气 
体 分 子 运 动 论 的 问题 就 化 为 求解 上 述 方程 . 
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3.1. 玻 尔 兹 曼 了 H 定理 

玻 尔 兹 蛇 方 程 (2.54) 的 与 时 间 t 无 关 的 解 称 为 平衡 分 布 函数 . 它 
也 应 是 分 布 函数 在 圭一 +oo 时 的 极限 状态 . 

假设 不 存在 外 力 (9 三 0), 并 相应 地 假设 分 布 函数 与 z 无 关 ， 
了 一 75 0). 此 时 的 平衡 分 布 函数 记 为 有 (v). 由 葡 尔 兹 曼 方程 (2.54)， 
万 (e) 应 满足 


hsaw f amo (Dw ~ lol foal) 
—folw) fo(w)) = 0, (3.1) 
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于 此 ， 对 于 任意 给 定 的 2, 信 及 W 是 2, WW 及 旭 的 函数 . 
显然 ， 若 fo(v) 满足 


folv folw) ~ folv) folw) = 0, (3.2) 


其 中 fo ao 一 v2w/} 为 一 切 可 能 的 ( 即 具 非 零散 射 截面 的 ) 磁 撞 ， 则 
folv) 为 方程 (3.1) 的 解 ， 从 而 为 琉 尔 效 曼 方程 (2.54) 的 平衡 态 解 . 
下 面 我 们 要 证 明 : 若 fo(2) 为 方程 (3.1) 的 解 ， 则 它 必 满足 (3.2) 
式 , 于 是 在 上 述 假设 下 , 成 立 (3.2) 式 是 有 n(%) 为 吉尔 效 上 电 方程 (2.54) 
的 平衡 态 解 的 充 要 条 件 . 
为 证 明 这 一 点 ， 按 照 玻 尔 兹 曼 的 做 法 ， 定 义 泛 函 


HOO = f ,dvft, In fb), (3.3) 


于 此 ， f(t,2) 为 相应 的 非 平衡 态 (依赖 于 时 间 妇 ) 的 分 布 函 才 .由 玻 
尔 兹 曼 方程 (2.54), f(t, 2) 应 满足 


2 faw f apat ow ~ ol wl wo) 
一 /joy 人 
将 (3.3) 对 t 求 导 一 次 ,得 
EO -人 dvd E+ In ,0)). (3.5) 
由 此 得 到 :上 为 平衡 分 布 函数 ， 邵 ea 三 0 的 必要 条 件 为 
ot 
dd 全 
-0 (3.6) 


这 样 ， 下 面 我 们 只 需 证 明 (3.6) 式 与 (3.2) 式 等 价 . 
为 此 ， 先 证 明 下 述 的 


琉 尔 北星 是 定理 若 f(i,w) 满足 玻 尔 越 间 方程 (2.54) (其 中 
9 三 0), 则 成 立 


— <0. (3.7) 
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证 明 将 (3.4) 代入 (3.5) 式 ， 就 得 到 
于 可 = fs haw f ame( hw 
(fio ffa)(l + Inf), {3.8) 


其 中 简 记 有 = f(t,9), 及 二 f(t,v) 等 . 
注意 到 交换 ?与 tw 不 改变 of) 之 值 ( 因 磁 柱 的 两 个 分 子 未 变 
化 ), 由 上 式 易 得 


夺 = 人 和 人 ao fano( Mw ol 
ff- fifo)(l + lnf). (3.9) 
将 (3.8) 与 (3.9) 两 式 相 加 ， 有 
9 = 3 fs fa f ano( Ow a 


-ff ff +in(fp)). (3.10) 
将 上 式 右 端 积分 中 的 《wu, tp} 和 {2 ,tw'} 互 换 ， 可 得 


dH _ 1 ， / , / 
人 人 au japetoy -ol 


(ff — hf)2 + In( fF)). (3.11) 


由 于 每 一 磁 樟 {2,2Ww} 一 {v1,4w 人 } 均 有 一 逆 磁 挤 fo ax] 一 {5,1w}， 
且 它 们 有 相同 的 微分 散射 截面 : 


oO = o(0) (3.12) 


( 见 (2.34) 式 ), 并 注意 到 (2.25) 及 (2.29) 式 ， (3.11) 式 可 改写 为 


dH(t)} _ 1 
有 =- [oo fad f ano( Ohw 


(ff 2 + In(f 2)). (3.13) 
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将 土 式 与 (3.10) 式 相 加 ， 就 得 到 


dt _ 1 ， ， 加 
rn dv fs dw fapo( Ql ol 


Ff- Af)n(ff) -inff)). (3.14) 
由 于 Inz 在 其 定义 域 中 是 一 个 严格 单调 增加 的 函数 ， 有 
B—a)(nd—lna20, va,b>o0, {3.15) 


因此 (3.14) 式 右 端 积分 中 的 被 积 函数 不 可 能 取 正 值 ， 从 而 (3.7) 式 成 
立 . 证 毕 . 


作为 上 述 证 明 的 一 个 副产品 , 不 难看 出 。 (3.6) 式 当 且 仅 当 (3.14) 
式 右 端的 被 积 函 数 恒 为 零 ， 即 


fp—fifp=0 {3.16) 


时 成 立 ， 由 此 立刻 得 到 (3.6) 式 与 (3.2) 式 等 价 的 结论 . 

由 此 岂可 以 想见 , 当 + 一 +oo 时 , 应 有 f(t,9) 一 fo(), 但 对 具 
体 的 定 解 问题 ， 这 一 点 还 有 赖 于 严格 的 证 明 ， 

需 便 说 一 下 ， 玻 尔 兹 曼 H 定理 说 明 玻 尔 兹 坚 方 程 的 不 可 道 性 ， 实 
际 上 ,可 以 证 明 ， 对 理想 气体 而 言 ， 函 数 召 与 气体 的 精 仅 相差 一 个 负 
常数 因 于 ， 关 -F 玻 尔 效 曼 方 程 不 可 道 性 更 深入 的 说 明 ， 参 见 |3], [5]. 


3.2. 喜 克 斯 书 一 玻 尔 兹 股 分 布 

由 上 段 所 述 ， 平 衡 分 布 函数 fo(v) 是 方程 (3.2) 的 解 . 这 个 分 布 称 
为 麦克斯韦 一 带 尔 兹 曼 分 布 . 

现在 来 确定 这 个 分 布 的 具体 形式 . 

对 (3.2) 式 到 对 数 ， 有 


ln fo(v) + lIn fo(w) = In fo(w) + in folw)). (3.17} 
时 后 {9,2w} 及 {vw 人 分 别 为 任 一 可 能 的 碰 扩 的 初始 及 末端 状态 ， 
工 式 具 有 -一 种 守恒 律 的 形式 .于 是 ， 若 X(w) 为 一 个 与 速度 为 J 的 分 
子 有 关 的 和 量 ， 使 Y(e) + X(b) 在 两 个 分 子 的 碰 扩 下 守恒 ; 


X(V) + X(w) 一 X(o) + x(w), (3.18) 
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则 方程 (3.17) 就 有 一 个 解 


In fo(v) = x(v). (3.19) 
由 番 加 原理 ，(3.17) 的 一 般 解 为 
In fo(#) = Xa(o] + xald) + (3.20) 


其 中 Xi X2,… 穷尽 所 有 可 能 的 独立 守恒 景 . 
对 于 一 个 没 为 无 自 旋 (无 内 部 结构 ) 的 分 子 , 其 质量 (为 一 常数 ) 、 
动 基 (或 w) 及 能 量 (或 |v|?) 均 是 守 全 量 . 因此 ，ln fo(v) 应 为 | 中 、 
4 的 三 个 分 量 及 一 个 常数 的 线性 组 侣 ， 可 写 为 
ln foly) = —Alv ~ vo + nC {3.21) 
或 
folv) = Ce 4 oo， (3.22) 


其 中 C、44 及 to 的 三 个 分 景 为 五 个 常数 , 可 以 通过 对 系统 的 观测 来 
决定 . 
将 (3.22) 代入 (2.3) 式 ， 容 易 得 到 单位 体积 内 的 分 子 数 


如 一 cf eAlv-voP qv 
m3 


ch, e-AlvPdy 


C (2) ， (3.23) 


I 


由 此 可 得 4 > 0, 而 


C= (多 (3.24) 


将 (3.22) 代入 (2.5) 式 ， 可 得 气体 分 子 的 平均 速度 


Vo= 2/ ve—Alv~vol? gay 
n J 


一 Soc 
= vo. (3.25) 
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这 里 ， 我 们 利用 了 (3.23) 式 及 
f/ ve Av dy = 0. 
ms 
这 样 ， 车 设 气 体 作为 - -个 整体 没有 平移 运动 ， 必 须 取 


20 一 0. 


(3.26) 


现在 再 计算 分 子 的 平均 热能 ,为 此 ,必须 取 vo = 0 以 排除 宏观 的 
动能 ， 注 意 到 (2.6) 式 右 端 的 物理 意义 ， 易 知 分 子 的 平均 热能 为 


M2 
_ /Ff vdo 
nN 
MM 
= 37 hs lvl folw)adv 


= MC {poe 
3M 
4 
于 是 
_ 3M 
4¢€ 
再 由 (3.24) 式 ， 就 得 到 
3M 3 
-me) ， 


(3.27) 


(3.28) 


(3.29) 


为 了 将 平均 热能 e 用 一 个 可 以 直接 测量 的 量 来 表示 ， 我 们 来 求 相 


应 于 平衡 分 布 浅 数 的 状态 方程 , 即 给 出 压强 的 相应 表达 


式 . 根据 定义 ， 


压强 为 气体 作用 在 完全 反射 平面 的 单位 面积 上 的 平均 力 . 设 图 6 中 的 


圆 盘 表示 此 单位 面积 ,其 法 向 为 zl 轴 . 在 分 子 的 平均 速度 为 零 的 假设 
下 ， 一 个 分 子 仅 当 其 速度 9 在 Z1 方向 的 分 量 册 > 0 时 才 可 能 打上 这 


使 此 分 子 损失 动量 2Mvi. 不 难看 出 ,单位 时 间 中 被 此 


个 平面 ， 面 分 子 在 此 平面 上 的 反射 仅 改变 这 一 速度 分 量 的 符 导 ， 从 面 


贺 盘 反射 、 速 麻 


在 4 (vi > 0) 附近 的 微 7E dv 中 的 分 子 数 等 于 包含 在 以 此 回 盘 为 庶 、 
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图 6 


母线 平行 于 而 高 为 w 的 圆柱 体 中 的 分 子 数 f(t, v0)vidv. 这 样 ， 损 
失 的 动量 为 
2Mw?2 f(t, vdv. 


因此 ， 对 分 了 平均 速度 为 零 的 气体 ， 由 于 上 述 原 因 在 单位 时 间 内 损失 
的 总 动 最 ， 即 压强 ， 为 


p= / 2afoz f(t, Dj)dv 
vi>0 

= / 2M ?folw)dv 
v>0 

= MC 人 ve- A dy 
MC 


= 3 hs [CD 


再 注意 到 (3.27) 式 ， 由 上 式 即 得 
p= 3 (3.30) 


这 就 是 状态 方程 
又 由 (2.9) 式 , 在 f= fo(v) = Ce-4lv? 时 ， 有 


p= nkT, 
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其 中 大 为 玻 尔 效 曼 常 起 这 样 (3.30) 式 又 可 写 为 


e= 3 (3.31) 


从 而 ， 南 (3.28)--(3.29) 式 又 有 


4= -二 c=n( (3.32) 


M \32 
到 本 ) 


这 样 ， 用 温度 了 、 平 均 速 度 Wo 、 分 子 密度 n 及 分 子 质 量 1M 来 
表示 ， 在 无 外 力作 用 时 稀疏 气体 的 平衡 分 布 函 数 可 写 为 


3/2 
fh =n (25) @— Miv -vol?/28T (3.33) 


这 就 是 麦克 斯 书 - 玻 尔 效 坚 分 布 . 
下 面 讨论 存在 外 力 场 的 情况 ， 在 粒子 所 受 外 力 为 由 


F= -Vb(z) (3.34) 


给 出 的 保守 力 的 情况 下 不 难 证 明 
f(z,%) = fo(v)e ret (3.35) 


为 又 尔 效 受 方程 (2.54) 的 一 个 与 时 间 上 无 关 的 解 ， 即 稳 态 解 ， 其 中 
有 有 (0) 为 (3.38) 式 ( 基 中 tn 一 要 出 的 光世 一 攻 生 分 
布 事实 上 ,此 时 显然 有 上 一 0, 而 由 (2.53) 式 ， 并 利用 (3.2) 式 ， 

碰撞 珊 


J = oer 人 dw fano( Dhw ~ 
{Joo folw) — fo(w) folw)) = 0. 


此 外 ， 可 以 直接 验证 


( ‘Vs 蕊 (oo 一 0. (3.36) 
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对 于 平衡 分 布 函数 (3.35), 可 以 将 因子 e we/ 吸收 到 分 子 密度 
刀 中 ， 而 将 其 改写 为 
MM 


Sos) = n(n) (FF) MT G37) 


其 中 
nw) = {fotodve sym = {fe, Wav 8.38) 


在 粒子 所 受 外 力 为 一 常 向 基 王 = Mg 时 (在 重力 场 中 即 如 此 ), 容 
易 直 接 验 证 


M \® —M|y—gtl?/2kT 
fl&0) =n (去 本) e (3.39) 


为 疏 尔 获 曼 方程 (2.54) 的 解 ， 即 满足 


oY +9. Vuf =0, (3.40) 
而 碰撞 项 了 仍 为 等 . 由 (3.39) 式 给 出 的 分 布 函 数 昌 然 不 是 玻 尔 兹 曼 方 
程 的 稳 态 解 ， 但 仍 描述 气体 的 平衡 态 ， 只 不 过 此 时 气体 作为 一 个 整体 
作 宏观 的 匀 加 速 运动 


84. 守重 定律 


为 了 研究 气体 的 非 平衡 现象 ， 必 须 对 给 定 的 初始 条 件 ， 通 过 求解 
玻 尔 兹 曼 方 程 而 得 到 相应 的 分 布丁 数 ， 但 即使 不 直接 求解 玻 尔 兹 坚 方 
程 ， 也 可 以 从 在 任何 分 子 磁 撞 中 严格 守 懂 的 动力 学 量 出 发 ， 推 导出 至 
尔 兹 曼 方 程 任意 解 的 某 些 精 确 的 性 质 . 

设 X(%, 9) 是 一 个 与 位 置 在 @ 、 速 度 为 9 的 分 子 有 关 的 量 ， 使 得 
对 在 点 2 发 生 的 任何 碰撞 {2,240 一 wa 均 成 立 


Xi 十 Xz = Xi 十 6， (4.1) 


其 中 Xi 二 X(z2,9), Xz = X(z, Ww) 等 等 ， 就 称 X 是 一 个 守恒 量 . 
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对 十 守恒 量 ， 成 立 如 下 的 
定理 4.1.。 蛋 成 立 
人 dox(e ojy(z 0) = 0, (4.2) 
其 中 JJ(m,o) 为 玻 尔 总 曼 方 程 (2.54) 的 右 端 项 ， 即 
Jo = 人 dw /aoctoim- ol 
(fb wv bw, 0) ~ fi, 1, v0) f(t, 2, ww)), 
(4.3) 
但 其 中 f(t, 2‘,) 并 不 要 求 是 玻 尔 兹 曙 方 程 的 解 . 这 里 为 简单 起 兄 ， 未 
标 出 了 关于 了 的 明显 依赖 性 . 
证 明 由 (4.3) 式 有 
人 doxX(z v0) J (zw, v) 
= d 人 du f dno( lw — vlx(z, vo) 


m3 
(FEF, v9) — ft, ,0) f(t, ,0)). 

(44) 
交换 (4.4) 式 右 端 的 积分 变量 9 与 tw, 注意 到 此 时 a( 2) 保持 不 变 ， 
和 再 将 所 得 的 结果 与 (4.4) 式 相 加 ， 就 得 到 

人 dox(z, 0)J (2,v) 


1 
= 3 fo few f dno Ohw 


ff — Af) + Xa), (4.5) 


其 中 及 = h(t 2,9), 所 == p(t, Ww) 等 . 
将 (4.5) 式 有 端的 {v,4w} 与 {vtw} 交换 ， 注 意 到 (2.25) 、 
(2.29) 及 (2.34) 诸 式 ,可 将 (4.5) 式 改写 为 


h, dvx(®, 0) J (2, v0) 


= 3 fs fd fan (ohw 
(ff — A + Xo)- (4.6) 
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巾 于 X 是 守恒 其 , 即 (4.1) 式 成 立 , 由 (4.5) 与 (4.6) 式 立即 得 到 (4.2) 
式 ， 定理 证 毕 . 


利用 上 述 定 理 ， 只 要 在 玻 尔 兹 曼 方 程 (2.54) 两 端 乘 上 相应 的 守恒 
量 X, 并 对 9 积分 ,就 可 以 由 琉 尔 兹 晕 方 程 推出 相应 的 守恒 定律 .此 
时 ， 由 定理 4.1, 与 伐 擅 项 J 对 应 的 积分 为 堆 ， 于 是 有 
fe (tt tn 
a 
易 知 上 式 可 写 为 
0 3 0 3 Ox 
喜 人 dvxf 12 a oo fs doX wif 一 Eh dap vf 


3 9 
+ fe doa 0h) -> fof 


们 人 dox3 f=0. (4.8) 
总 假 没 当 |v| 一 oo 时 ， f(t,w, 9) 趋 于 零 ， 从 而 由 格林 公式 有 
do C9) =0. (4.9) 
对 斗 一 个 与 有 关 的 其 A, 定义 其 平均 值 为 
dvAf 1 
(4 2 2 = 二 上 dvAy, (4.10) 
人 af nm 


其 中 了 = 7 人 9) 为 玻 尔 蓝 曼 方程 (2.54) 的 任 一 解 , 而 n= nl(t, 2) 
为 在 二 时 刻 、 在 人 处 单位 体积 中 的 气体 分 子 数 . 由 此 就 有 


fs dvAf =n(A) = (nA). (4.10) 
注意 到 (4.9) 式 , 由 (4.8) 及 (4.10)' 式 就 可 得 到 如 下 结论 ， 
定理 4.2 (守恒 定理 ) ”对 任何 宁 恒 量 X, 恒 成 羡 


各 9+ 忆 站 (rod ) -n> 2) 
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3 Ox 3 / Og: 
nn CC y=-0, 4.11 
n 二 (Ga, n 艺 (Px 0, (4.11) 


而 其 中 在 定义 平均 值 时 所 用 的 有 为 玻 尔 纺 曼 方程 (2.54) 的 任 一 解 . 


像 通 常 一 样 ， 以 下 仅 限于 汰 察 9 与 无关 的 情形 ， 此 时 上 式 左 端 
最 后 一 项 为 零 ， 从 而 有 


3 8 
El) =0. (4.12) 
在 单一 分 子 的 情形 ， 独 立 的 守恒 景 有 质量 、 动 量 及 能 量 . 分 别 取 
X=M, X= Mo G=123 及 X=JMlop， 


就 可 得 到 相应 的 守恒 方程 . 
在 (4.12) 式 中 取 X = MM, 就 有 


号 on) 十 > 过 -Mu i) = 0. (4.13) 


注意 到 
(nM) = nM = p(t, 2) (4.14) 


为 质量 密度 ( 见 (2.4) 式 ), 而 


hs dvvif (t, mo) 
UN = nM Oo—— = pV (4.15) 


其 中 了 为 平均 速度 ( 见 (2.5) 式 ), (4.13) 式 就 化 为 

0 

学 + div(pW) =0. (4.16) 
这 就 是 熟知 的 质 起 守恒 定律 一 连续 性 方程 ( 见 第 二 章 (1.10) 式 ). 
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在 (4.12) 式 中 取 X = Mvi, 就 有 
Dano) + 3 (nMuw) nMgi =0 (4.17) 
人 Ui 各 D7 nM vi nMg: = 0. . 


利用 (4.14) 一 (4.15) 式 ， 并 注意 到 


(uw) = (i WD + oY EV) VY 
= (i Wl W) + VY 


及 由 (2.7) 式 可 得 压力 张 基 

pi = 人 sM(vi — Vi)(v; — WF, ,vdy 
pl(vi — Vi) (2; — 1)), (4.18) 
就 可 将 (4.17) 式 改写 为 


上 


部 
紊 (1 大 Be (pViW) + 9 = pg 
(= 3 
即 3 
Eltad +divpV8@ V+ DP = py, (4.19) 


其 中 忆 == (pij). 这 就 是 动量 守恒 方程 组 ( 见 第 二 章 (2.23) 式 ， 但 这 
疙 的 压力 张 其 忆 与 第 二 章 中 的 应 力 张 遇 相差 一 个 信号 ). 
利用 连续 性 方程 (4.16) 化 简 (4.19) 式 ， 就 得 到 


3 
+ Da + JdivP= g (4.20) 
或 dV 
示 十 JavP= 9， (4.21) 
d 
其 中 机 二 + ba - 这 就 是 欧 拉 方程 (参见 第 二 章 (2.26) 
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1 
最 后 ,在 (4.12) 式 中 取 XX 一作 |v|?, 就 有 
19 2 lo 2 
2 Ml ) 十 也 > 克 (nMovilvl?) 
3 
—nD_ (Mg) = 0. (4.22) 
i=1 
由 (2.10) 一 (2.11) 式 知 
1 3 1 1 
了 Me 的 = 3nkT + apIV = pe + 301VP, (4.23) 
其 中 e 为 单位 质量 气体 的 内 能 .又 
3 3 
nD Mg) = Dpgi(w) = pg9: V. (4.24) 
z=1 i=1 


现在 来 看 (4.22) 式 左 端 的 第 二 项 ， 显然 


了 Mu 2 
= BtnM ws ~ VoL) + SnMVol). (4.25) 
由 (4.23) 式 ， 有 
BM Ve) = (pe+ Yo) (4.26) 
而 


3(uM(o ~ Vo) 
= SnM( Vo VP + DV) 
= nM — Vlo ~ Wh) 


tnM{(w — Vo — WD V+ nM ~ WI 
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= Ja 一向- VS) 


aM (Wy WY 


3 
= q+ pyW. (4.27) 
j=1 
这 里 ， 我 们 利用 了 (4.14) 及 {4.18) 式 , 而 
% = dM Wo 
M 
= (vi — Vv — Vf ,vdv. (4.28) 
RR’ 2 
利用 以 上 诸 式 ， 由 (4.22) 式 即 得 能 量 守信 方程 ( 见 第 二 章 (2.29) 式 ) 
0 1 , 1 
(eet oF) tdiv ((pe+ BolW) V+ PY) 
= -divQ +pg:V (4.29) 


其 中 @ = (qi, 92, 93) 相当 于 热 基 流 密度 向 其 一 Kgrad 了 . 
利用 连续 性 方程 (4.16), 上 式 可 以 化 简 为 


d 1 
叶 (e + an) + div(PY) 
= -divQ+pg:V {4.30) 
d 8 忆 0 
其 中 训 一 吉 + Vg 再 由 欧 拉 方 程 (4.21), (4.30) 式 又 可 进 
一 步 化 为 
de 3 Ov; . 
Pit 世相 一 -divQ. (4.31) 
记 
1 (2% ,OW 
Sy =3 ( Bz + 并 ) - (4.32) 


注意 到 {piy} 的 对 称 性 ， (4.31) 式 又 可 写 为 


de 3 . 
pt PS = -divQ. (4.33) 
人 
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这 样 , 我 们 看 到 , 由 守恒 定理 (定理 4.2) 可 以 从 形式 上 得 到 流体 力 
学 方程 组 .但 要 使 其 真正 发 挥 作用 ， 还 必须 求 得 玻 尔 兹 坚 方 程 (2.54) 
的 解 ， 从 而 据 此 确定 及 @, 使 所 得 的 方程 组 真正 成 为 一 个 封闭 的 、 
有 物理 意义 的 流体 动力 学 方程 组 . 

严格 地 求解 玻 尔 兹 曼 方 程 (2.54) 是 很 困难 的 . 下 面 将 介绍 一 些 有 
关 的 近似 求解 方法 ， 并 相应 地 给 出 流体 动力 学 方程 组 的 各 阶 近似 . 
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假设 所 考虑 的 气体 尽管 并 不 处 于 平衡 状态 ,但 却 与 之 相距 不 运 . 
特别 ， 假 定 在 气体 中 任 一 点 的 邻 域 中 ， 分 布 函数 均 可 局 部 地 用 麦克 斯 
书 一 玻 尔 效 曼 分 布 来 表示 ， 且 密度 、 海 度 及 平均 速度 在 时 、 空 中 仅 缓 
慢 地 变化 ， 对 于 这 样 的 气体 ， 可 自然 地 作 下 述 近似 : 


ft, 2, 0) ~ FOE, ,©), 


其 中 (bt mm) 由 麦克 斯 书 - 琉 尔 北部 分 布 (3.33) 给 出 ， 即 取 


MI 一 研 
f O20) =n (二 二) exp (3) ， (5.1) 


但 其 中 nn、 荆 及 VV 是 和 2 的 缓慢 变化 的 函 教 ， 

显然 ， f(t, z,o) 不 可 能 是 孩 尔 效 曼 方程 {2.54) 的 一 个 精确 
解 . 事实 上 , 由 于 hh、 工 及 人 V 均 与 无关 ,并 注意 到 (2.22) 一 (2.23) 
式 , 显然 有 


J = 人 dw /apekojlw — ol(fF OE, ,OE, aa) 
—f Ot, zo) FO w, 20)) = 0, 
但 一 般 来 说 


他 四 了 Jemal 关 0 (59) 


尽管 如 此 ， 我 们 仍 假设 Po (t, 2, 0) 是 分 布 函 数 的 一 个 好 的 近似 ,并 讨 
论 其 在 物理 上 的 相应 结论 . 
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由 于 假设 Po(t, wo) 是 一 个 好 的 近似 ,将 (5.1) 式 中 的 nM 一 
p 、 人 及 信 视 为 相应 的 密度 、 温 度 及 平均 速度 ， 就 应 该 近似 地 满足 相 
应 的 守恒 定律 .再 由 这 些 守恒 定律 就 可 以 给 出 对 (5.1) 式 中 p、 了 了 及 
六 应 有 的 限制 . 

为 了 具体 地 得 到 这 些 守恒 定律 , 必须 计算 此 时 相应 的 压力 张 量 (pi 
及 热量 流 密度 向 量 (全 ),， 并 将 它们 相应 地 记 为 (p99) 及 (go). 记 


372 有 
5) ,At 半 (53) 


C0) =n (ar EF 一 也 
(5.1) 式 可 写 为 
f(b 2,9) = Chr)exp(-Ab zs)lvo— WE). (5 


相应 于 这 个 分 布 函 数 ， 由 (4.28) 及 (2.7) 式 知 ， 其 热量 流 密 度 向 量 与 
压力 张 车 分 别 为 


0 -= Ff We Wo a) 
“exp(—Alt, zw)lv ~ VY)dv =0 (5.5) 
及 
wy = Mf Wo WC,w) 
exp(—Alt, wjlv — Vdv 
= MC(t,g) 人 aiwjemp(-4GajluP)av 
= pb (5.6) 
其 中 


p = Plow) SMCs) {of exp(~Alt, wlol do 


3.73/2 
= 3MO, 2p) . 了 


一 hp (5.7) 


为 局 部 静 压 强 ( 见 (2.9) 式 ). 
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将 这 桩 确定 的 gl 及 pl) 代入 动量 守 司 与 能 基 守 恒 方 程 (4.19) 
与 (4.29), 再 加 上 质量 守恒 方程 (4.16), 就 得 到 此 时 相应 的 守恒 方程 组 


2 ,vo - ss 
7 +div(pV) = 0, {5.8) 
(PV + divpVe V+pD) = pg, (5.9) 
9 1 » 1 
均 (pe 十 9 十 div( pe 十 a +p) a 
=pg:V, (5.10) 
其 中 状态 方程 为 
了 一 ?KITT = RoT (其 中 R= 十) {5.11) 
且 由 (2.11) 式 有 
3kT 3 
=3 = CvT (其 中 Cv = 2B). {5.12) 
这 说 明 所 讨论 的 非但 是 理想 气体 , 而 且 还 是 多 方 气体 ( 见 第 二 章 (1.6) 一 


(1.7) 式 ). 
这 样 ， 作 为 零 阶 近似 ， 我 们 得 到 不 计 粘 性 及 热传导 的 理想 流体 力 
学 方程 组 ( 见 第 二 章 (1.10) 、 (1.13) 及 (1.19) 式 ), 而 所 讨论 的 气体 
则 为 多 方 气体 . 
如 第 二 章 81 中 那样 ， 利 用 连续 性 方程 (5.8), 动量 守恒 方程 (5.9) 
可 化 为 


dy 1 
+ jp = 9, (5.13) 
其 中 , 
d 9 0 
HR (5.14) 
再 利用 连续 性 方程 及 上 式 ， 能 量 守恒 方程 (5.10) 可 化 为 
de . 
paz +pdivV= 0. (5.15) 
再 利用 {5.11) 及 (5.12) 式 ， 上 方程 就 化 为 
2Tqivy 0. (5.16) 


dt 3 
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6.1. 查 普 盟 一 乱 斯 科 格 (Chapman-Enskog) 展开 

为 了 得 到 关于 玻 尔 兹 始 方 程 (2.54) 的 更 高 阶 近似 ， 现 在 介 
绍 一 个 由 查 善 曼 和 黑 斯 科 格 所 出 来 的 、 现 称 为 查 普 曼 - 轧 斯 科 格 展开 
的 方法 . 

记 入 为 分 子 的 平 汐 各 由 程 , 即 分 子 相继 两 次 碰撞 期 间 所 走 的 平均 
距离 .在 标准 的 温度 与 压强 ( 见 本 章 81) 下 


A 10 Sem. 


记 上 为 气体 的 宏观 特征 长 度 . 通常 ，& = 和 /上 是 一 个 很 小 的 量 . 
粗略 地 说 , 查 普 曼 - 恩 斯 科 格 展 开 就 是 将 分 布 函 数 了 按 < 的 备 次 
展开 为 


了 一 二 二 (6.1) 
其 中 f(0 为 上 节 给 出 的 零 阶 近似 ,而 1D/ 了 9) 的 量 级 为 <, 等 等 ， 因 
此 可 依次 求 得 玻 尔 兹 曼 方程 的 各 阶 近似 . 

对 于 形 如 (6.1) 的 分 布 函数 f, 可 将 囊 尔 兹 曼 方程 (2.54) 写 为 


(Ftv Vere,) (FO + FY +...) 


= OF ID 4 (6.2) 
其 中 
站 = fdw ana( opw -olf ~ OF), 
(6.3) 
加 = fdw fan Dh oY PD 
4 64 


等 等 , 而 A = Ja 和 = FV, ,0), f= 
f(t, ww ) 等 

下 面 来 分 别 分 析 (6.2) 式 中 各 项 的 量 级 . 

假设 分 布 函数 的 基 只 在 点 2 的 位 置 变 化 一 个 距离 上 时 才 有 可 观 
的 变化 ， 那 么 (6.2) 式 左 端 的 至 尔 兹 曼 算 子 一 骂 十 .Vs 十 g. V, 作 
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用 在 一 个 分 布 函数 上 ， 在 其 级 上 就 相当 于 在 该 函数 上 乘 以 因子 V/L， 
其 中 玉 为 平均 速度 ， 事实 上 ， 对 于 .Vz 这 一 项 ， 这 一 事实 是 显然 
的 ， 而 另外 两 项 亦 假设 与 它 有 同样 的 基 级 . 

现 考察 由 (6.4) 式 右 端 给 出 的 .70). 易 见 


= fsa fimo (Dhw -ol 机 
= fm,v)/T ef 0 fr, (6.5) 


r=(f dw /an vO) (6.6) 
ys 


由 (2.38) 式 ， 了 ,dw /apo(pje 一 wf ww) 表示 以 一 个 位 
于 Zz 、 速 度 为 2 的 分 子 为 靶子 ， 一 切 可 能 的 tw 为 入 射流 ， 在 单位 时 
间 内 的 碰撞 次 数 ， 因 此 ， 作 为 其 倒数 的 r, 就 相当 于 碰撞 时 间 (相继 两 
次 碰撞 之 间 的 平均 时 间 ), 对 于 (6.4) 右 端 的 其 它 各 项 ， 也 有 类 似 的 结 
果 . 而 对 于 (6.3) 的 右 端 各 项 ， 则 少 一 个 6 的 因子 . 

这 样 ， 在 (6.2) 式 两 端 乘 以 7, 注意 到 入 S V7, 并 令 其 两 端 关于 
E 的 零 阶 项 相等 ， 即 得 


JI = 0. (6.7) 


这 正 是 上 节 中 f(0) 所 满足 的 方程. 
再 比较 乘 以 7 后 的 (6.2) 式 两 端 关 于 < 的 1 次 项 ， 就 得 到 


加 
人 +V- Vatg-: 中 f0 = 710. (6.8) 


由 于 /0 已 由 (5.1) 式 给 出 ， (6.8) 式 就 是 /0) 应 满足 的 积分 方程 
为 了 篇 化 上 述 积分 方程 , 代替 未 知 函 数 ,由 下 式 引 进 一 个 新 的 
函数 从 
了 = fo¢. {6.9) 
将 (6.9) 式 代入 J(D 的 表达 式 (6.4), 并 注意 到 由 Fo 的 定义 (5.1) 
及 (2.22) 一 (2.23) 式 可 得 
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FEO pA = jj (6.10) 


站 = fiw f dno( ho olflO A 
(十 的 一 徊 一 2)， (6.11) 


其 中 二 外 (tw,9), 的 二 g(t,w,2w') 等 . 
将 方程 (6.8) 的 两 端 除 以 AQ = 0(t, zw,v), 并 利用 (6.11) 式 ， 
就 得 到 


(jn 


其 中 
二 1 
D0) = = fd fame Movi (Gt go 0). (6.13) 


注意 到 AQ) 的 表达 式 (5.1), 积分 算 子 了 实际 上 不 依赖 于 n, 因而 也 不 
依赖 于 p. 

先 考察 (6.12) 式 的 左 端 ， 因为 f0) 对 t+ 及 了 的 依 闲 性 是 通过 
P 、 了 及 丰 来 实现 的 ， 为 了 计算 (6.12) 式 的 左 端 ， 必 须 先 计算 了 (9 
关于 p 、 了 及 V 等 变量 的 偏 导数 , 由 (5.1) 式 ， 有 


2 一 人 {6.14) 
(0 

洛 一 $A) (6.15) 

和 = 六 0 (i= 1,2,3), (6.16) 

A = -U0 (i= 1,2,3), (6.17) 


其 中 司 二 2 一 V= (Ui, Uo, Us). 这 样 ， 我 们 就 得 到 
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(6.12) 式 的 左 端 
1 Of ap Qf) or . 
- 南 { 竺 六 (各 -von + 页 (+ VT 


3 (9 
+ 并 (RA rev0) 


所 OV 
1Dp ,1 /MOP 3) DT 
~ pDt T\ 2kT 2) Dt 
ME DV MM 
1 9 (6.18) 
其 中 ， 
D 8 和 
B+ (6.19) 
利用 零 阶 近似 满足 的 理想 流体 力学 方程 组 (5.8) 、(5.16) 及 (5.13)， 
有 
Dp ， 
Di = ~pdivV+ U. Yep, 
DT 2 
Dr = aTdivV+ U.: VY, 
DW - lO Uv (= 1,2,3). 


Dt pari 
将 以 上 诸 式 代 入 《6.18) 式 ， 并 利用 状态 方程 (5.11), 即 得 


(6.12) 式 的 左 端 二 -divY 十 0: Vop 


1 /MO 9/ 2 
机 SP 3 (TdvV+ U. v7) 


+ 人 v- 癌 5 U 
1 


一 } -3) Uo 


M 
+37 by (Ui; 一 隔 四 js yy (6.20) 
=1l 
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其 中 5ij 由 (4.32) 式 给 出 . 
这 样 ， 9 满足 的 积分 方程 (6.12) 就 可 写 为 如 下 的 形式 : 


1 
nkT2 


3 1 
-A VO B60P) 5s. (621) 
I=1 


jg) = (Bo - at] Uy,T 


由 此 可 见 ， (9) 对 u 的 依 束 性 是 通过 对 U 的 依赖 性 来 实现 的 ， 
而 且 J(9) 是 VsT 及 SS== (55) 的 (系数 依赖 FU 及 工 的 ) 线性 组 


合 再 除 以 n. 再 注意 到 由 (6.13) 式 ， (9) 线性 地 依赖 于 9, 我 们 有 理 
由 假定 具有 以 下 形式 : 


1 7 1 OV 
4 nkT? Da nkT 元 好 Or;’ 


j=1 


(6.22) 


其 中 ai bij 均 为 U 及 工 的 待定 函数 . 将 其 代入 (6.21) 式 ， 并 比较 其 
两 端 Bi 和 Bx 的 系数 ， 即 得 


a) = jy) = (67=1,2,3), (6.23) 


其 中 


1 5 ~ 
二 = Gu 一 az) UM (uv, 国 3%|D 站 . 
(6.24) 
(6.23) 及 (6.24) 分 别 为 决定 ai 及 bi 的 积分 方程 一 旦 由 它们 解 得 
Qs 及 biy, 就 可 由 (6.22) 得 到 内 从 而 由 (6.9) 式 得 到 玻 尔 兹 曼 方程 
(2.54) 的 解 的 一 险 近似 7. 


6.2. 积分 方程 的 可 解 性 


设 了 = /tt Pa) 为 所 求 的 分 布 函数 , 则 由 (2.3) 、(2.5) 及 (2.6) 
式 ， 易 见 有 


n= 人 人 ran 
nV hs vfao 
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6 1 , 
BakT 十 Ji = 人 3MIol fdv. 


山本 章 $5 中 给 出 的 Fo 的 定义 ， 在 以 上 诸 式 中 将 了 换 为 10, 它们 
依然 成 立 . 因此 
hd —fO)xdv=0 (6.25) 


对 一 切 守 恒基 xX ( 见 4) 成 立 . 假设 了 = 了 0 十 了 (06, 就 有 
(0) , 
ff Pxdv =0 (6.26) 
对 一 切 守恒 其 X 成 立 . 
记 厅 为 由 2% 的 函数 所 组 成 的 希 尔 伯 特 (D.Hilbert) 空间 ， 其 中 
元 素 9, 功 E 日 的 内 积 定义 为 
门卫 一 (0) gain 
(的 人 yewdu (6.27) 
这 样 ， (6.26) 式 就 可 改写 为 
($F=0 (6.28) 


对 一 切 守 书 二 X 成 立 ， 即 $ 与 5 个 守恒 量 ( 即 质量 、 动 量 及 能 其 ) 张 
成 的 空间 正 交 .注意 到 @ 的 表达 式 (6.22), 由 上 式 就 有 


(anX)a8=0, (bX)a=0 (67=1,2,3) (6.29) 
对 一 切 守恒 其 X 成 立 . 
将 广 视 为 上 述 希 尔 伯 特 空间 所 中 的 积分 算 子 . 由 了 的 定义 (6.13) 
不 准 验 证 
(J(9), Bn = (8, TH) Vg, € 的 定义 域 ; (6.30) 
而 且 了 了 是非 负 的 ， 即 成 立 
(Jj(6),9)n>0、 V6 & j 的 定义 域 (6.31) 
以 上 两 式 的 证 明 作 为 习题 食 给 读者 
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此 外 , 由 宁 的 定义 及 守恒 量 的 定义 (4.1), 不 难看 出 : 算 子 了 的 核 
为 由 上 述 5 个 守恒 量 所 张 成 的 空间 ， 即 


jx) = 0 信义 为 守恒 痢 . (6.32) 
另外 ,利用 及 记 的 表达 式 (6.24) 可 以 直接 验证 
(=0 Gx)n=0 (j= 1,2,3) (6.33) 


对 一 切 守恒 量 X 成 立 (见习 题 外 . 可 以 证 明 算 子 是 自 共 孝 的 ， 市 上 
式 正 是 自 共 匈 积分 方程 (6.23) 的 可 解 竹 条 件 ( 见 [ 币 ). 

由 页 的 定义 (6.24) 式 可 以 看 出 ， (t,tio, a)" 为 U- 空间 中 的 
一 阶 张 量 (向 景 ) ( 见 附录 一 ). 利用 微分 散射 截面 关于 正 交 变换 的 不 变 
性 不 难 验证 ， 积分 方程 j(0s) = 奋 (i = 1,2,3) 的 解 (a1, aa,as)jz 也 
应 是 U- 空间 中 的 一 阶 张 量 ， 而 且 对 任 一 正 交 变换 ， 它 的 转换 方式 与 
(G1, dz, da)" 完全 一 样 .所 以 应 有 


a = a(T, UD (i= 1,2,3). (6.34) 
类 似 地 ， 有 
by = B(T, |UD (67 =1,2,3). (6.35) 


注意 到 了 的 非 负 人 性 (6.31), a 及 有 均 为 正 函 数 、 又 由 于 了 不 依赖 于 
P,Q 及 6 只 是 (T,|UT) 的 函数 ， 亦 与 p 无 关 . 


6.3. 粘性 系数 和 导热 系数 

到 目前 为 止 , 我 们 虽然 汪 明 了 玫 尔 兹 曼 方 程 一 阶 近 似 的 可 解 性 , 
还 没有 具体 给 出 一 阶 近似 的 解 ， 但 至 少 在 形式 上 已 经 可 以 给 出 压力 张 
草 及 热量 流 密度 向 生 ， 从 而 可 由 此 给 出 粘性 系数 及 导热 系数 ， 

首先 讨论 热 最 流 密度 向 量 ， 注 意 到 UU 一 一 VV 及 (5.5) 式 , 由 
(4.28) 式 有 


= TUUPFO + FG 
= ,Uvay 
2 
8) (6.36) 


ll 
SE 
S 
Q 
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由 (6.35) 及 (6.24) 式 易 见 ， bi 为 UU 的 偶 函 数 ， 从 而 有 


Ma 
(UD 09), =0 (j=1,2,3). (6.37) 
类 似 地 ， 有 本 
(SUVP,e,), =0 6 (6.38) 
及 3 
Mp ey) cas, 
(sud 0) = (Gi, i) = 3 De) (6.39) 


在 得 到 (6.39) 式 的 过 程 中 ， 我 们 利用 了 Ui 为 守恒 量 , 而 ai 与 任 一 守 
恒基 在 空间 厅 中 正 交 ( 见 (6.29) 式 ) 的 事实 . 利用 的 表达 式 (6.22)， 
并 注意 到 以 上 各 式 ， 由 《6.36) 式 就 得 到 


oT 
= rp (= ,23), (6.40) 
其 中 导热 系数 s 
1 
Ko oo (yy Qi)H. 6.41) 
5 所 MA ( 


将 由 (6.24) 及 (6.34) 式 给 出 的 6 及 oj 代入 上 式 ， 并 注意 到 内 
积 (.,") 的 定义 (6.27) 及 Fo) 的 表达 式 (5.1), 我 们 有 


ret 
.GMIor -S57) IUPe- ay (6.42) 


引进 球面 坐标 ， 可 将 上 式 右 端的 三 重 积分 化 为 单 重 积分 ， 再 作 简单 的 
变量 代 换 ， 就 可 得 到 导热 系数 


- Sh “(7 9 (r? ~ 5)2rte-$"" dr, (6.43) 


尽管 并 未 给 出 函数 a( 了 T, |U1) 的 确切 形式 , 但 由 上 式 已 经 可 以 看 出 : 导 
热 系数 < 只 依赖 了 绝对 温度 工 . 
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其 次 讨论 压力 张 量 , 利用 (5.6) 一 (5.7) 式 , 可 将 压力 张 其 五 = (pij) 
( 见 (2.7) 式 ) 表示 为 
bi = poiy + Ply, {6.44) 


其 中 
p= nkT, (6.45) 


= 人 HEAD6dD 
一 GD 的 下 (6.46) 
类 似 于 (6.37) 式 ， 不 难 验证 


MUU ad)n =0 (j= 1,2,3). (6.47) 
这 伴 ， 将 9 的 表达 式 (6.22) 代入 (6.46) 式 ， 就 得 到 
M @ 
胞 = 地 y wr, ho) (6.48) 


bm=i 
注意 到 |? 为 守恒 其， 而 bw 与 任 一 守恒 其 在 百 空间 中 正 交 ( 见 


(6.28) 式 ), 由 如 ,的 定义 (6.23) 式 ， 并 注意 到 (bw) 的 对 称 性 ， 上 式 
又 可 改写 为 


1 忆 信 Ovi 
: i 
Dy = kT 人 Bln) Bz 


1 3 > 
= 一 7 六 (biy, bim ) Hr Stm. (6.49) 
RET ,A (hi) Shon 


利用 (6.24) 和 (6.35) 式 ， 并 注意 到 by 与 守恒 是 jz 正 交 ， 不 
难 验证 


(app 一 0 着 让 记 人 bm 或 (m 天 全 用， (6.50) 
(obon)a = 0, 着 ?六 mm (6.51) 


而 (bj, by)# 在 字 天 了 时 ， 其 值 与 二 了 无关 ， 因 此， 由 (6.49) 式 易 见 
Py 二 一 215iy， 革 i (6.52) 
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其 中 
vy BU), i#¥7 (6.53) 


1 ~ 
x# 二 ye 二 
这 里 ， 我 们 又 -次 利用 了 bs 与 守恒 基 |U]? 的 正 交 性 以 及 当 守 关子 


时 ， (UU ID = 0. 
注意 到 (6.51) 武 ， 由 《6.49) 式 类 似 地 有 


1 忆 一 
Ds = ~ (ba bu)nSn 
nkT 会 


1 
= ee 如) 可 Su (6.54) 
i=1 
此 外， 由 bu 的 表达 式 (6.35) 及 (6.24) 可 得 
3 
DMUP, bs = (MU?, MBU?)E Sy 
t=1 


+ YMU?, MBUP YH Su 一 3( MU?, MBIU|) ndivV. 
li 
(6.55) 


由 (6.53) 式 容易 看 出 


(MU?, MBUP)n =nkTh, 若 i#1 {6.56) 
及 
—(MU?, MBIUN)s = -nkT6 — 2nkTh, (6.57) 
其 中 
加 M? a 2 
= HEF (Ui PU, (6.58) 
且 上 式 右 端 显然 与 i 无关 这样， 由 | 式 容易 得 到 
Ji = 一 AS 二 了 3 + adivV 
[a 
= 一 (6 一 上 935 十 过 36- HdivV. {6.59) 
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下 面 进一步 给 出 4 及 4 的 表达 式 ， 在 (6.58) 式 中 取 i 二 3, 并 注 
意 内 积 《(, ") 的 定义 (6.27) 及 Fo) 的 定义 (5.1), 有 


吕 
2 


2 UU 
5 = De (站 ) 人 BT UNUte dy (6.60) 


利用 球面 坐标 U1 二 ?cos $sin8, Uz = rsin@sing, Us 一 ”cosg 计 
算 上 述 积 分 ， 就 得 到 


M /MN po 2 
“一 (过) 人 ED 御 由 
2T 
- 40oi 
人 costgsin bgdg / dg 


2 oo ET 6 2， 
= sh (nf) eTdr, (6.61) 
再 由 上 与 6 的 表达 式 (6.53) (其 中 分 别 取 i 二 1 及 2) 及 (6.58) 
(其 中 取 1 一 1, j 二 2), 易 知 有 
26— pH) 
- 2 BT ODUE + US — 20202)F OdU 
nkT ns ， 1 2 1U2)f 


M? 
nkT 人 BT OD — UVa) (Us + Ua OdU. 
(6.62) 


在 上 述 积分 中 作 正 交 变换 


»_ V2 5 
三 = 车 -U2), Ui= Ew +U), Ut= Us, 
并 注意 到 几 的 表达 式 (6.53), 就 得 到 
4M? 


26 -由 = ET has BT, CN) Ur U2 FO dU 


= kp. {6.63) 


由 此 立即 得 到 
1 
下 一 入 (6.64) 
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再 利用 (6.61) 式 ， 就 得 到 


用 一 Bm Vor ee 到 dr. (6.65) 


尽管 并 未 给 出 函数 3(T, [U1) 的 确切 形式 , 但 由 上 式 已 经 可 以 看 出 : 精 
性 系数 上 4 只 依赖 于 绝对 温度 全 . 
利用 (6.63) 式 ， 由 (6.59) 式 即 得 


1 _ 1 ) 
pii = 一 28 (& javW) 人 = 1,2,3). (6.66) 
联合 上 式 与 (6.52) 式 ， 就 得 到 
Wj = 2 (8; 国 35udivV) (57 = 1,2,3). (6.67) 
从 而 由 (6.44) 式 ， 就 得 到 本 构 方 程 
1 
Pij = poij — 2 (Ss 一 30udivy) (j=1,2,3). (6.68) 


这 与 第 二 章 (2.20) 式 对 烙 性 热传导 流 所 给 出 的 本 构 方程 在 膨胀 粘性 系 
数 尼 = 0 时 的 形式 是 完全 一 致 的 ， 要 注意 的 是 ， 在 那里 《pij) 表示 应 
力 张 基 ， 而 在 这 里 同样 的 记号 (piy) 则 表示 压力 张 量 ， 它 们 之 间 相 差 一 
个 符号 . 此 外 ,这 儿 得 到 相应 于 脱 胀 烙 性 系数 为 零 时 的 结论 ， 与 我 们 假 
定 所 讨论 的 气体 分 子 没有 内 部 结构 是 相关 的 . 

在 上 述 讨论 中 并 未 给 出 函数 Q(T, | 加) 和 GT | 如) 的 确切 形式 ， 
因此 ， (6.43) 和 (6.65) 式 并 未 具体 给 出 计算 导热 系数 和 粘性 系数 的 
公式 ,深入 的 讨论 可 以 进一步 给 出 有 关 的 近似 计算 公式 ， 而 且 其 计算 

结果 可 以 达到 与 实验 值 相当 接近 的 程度 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 本 章 后 
所 列 的 参考 文献 (例如 [1], [ 生 ). 
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87. 伏 拉 索 夫 《Vlasov) 方程 及 耦合 方程 组 


7.1, 伏 拉 索 夫 方 程 

对 由 下 尔 兹 如 方程 所 描述 的 气体 分 子 群 体 而 言 ， 其 粒子 (分 子 ) 之 
问 ,除了 位 撞 ( 近 程 作用 力 ) 之 外 没有 其 它 的 作用 力 ， 任 何 一 个 粒子 在 
不 发 生 人 页 挤 时 的 运动 状态 完全 是 独立 的 ， 如果 对 所 研究 的 粒子 群体 ， 
其 中 的 粒子 之 间 存 在 着 长 程 的 作用 力 ， 而 它们 之 间 的 相互 碰撞 却 很 少 
发 生 ， 可 以 忽略 ,这 时 下 尔 兹 既 方 程 就 不 再 适用 . 例如 在 等 离子 体 ( 见 
第 三 章 ) 中 ,由 于 带电 粒子 问 作用 的 库仑 力 是 … 种 长 程 力 ,， 任 一 带电 粒 
子 在 任何 时 刻 都 与 其 它 粒子 发 生 相 互 作用 ， 而 不 可 能 存在 独立 的 运动 
状态 ， 此 外 ， 对 宇 害 姐 系 而 言 ， 其 星体 之 闻 册 于 (长 程 的 ) 引力 而 相互 
作用 、 也 有 类 似 的 情况 .这 些 部 是 与 玻 尔 兹 女方 程 成 立 的 条 和 件 相 违 背 
的 . 但 在 许多 情况 下 ,可 以 近似 地 认为 粒子 之 间 相 据 作 用 的 结果 , 相当 
于 引入 一 个 平均 外 加 力 场 ， 每 个 粒子 在 该 场 的 作用 下 运动 ， 而 这 个 平 
均 场 又 由 全 部 粒子 的 运动 状态 所 决定 ， 这样， 用 一 个 平均 的 外 加 力 场 
来 代 痊 粒子 间 的 长 程 相互 作用 ， 就 使 我 们 可 以 继续 利用 到 尔 兹 辟 方 程 
的 基本 框架 来 处 理 有 关 的 问题 . 

现 讨论 一 个 粒子 群体 ， 其 粒子 之 间 的 相 气 作用 力 是 长 程 的 ， 且 设 
无 笛 擅 发 生 ， 设 由 爹 体 粒子 运动 状态 所 决定 的 平均 力 场 对 每 个 粒子 { 单 
位 质 基 上 ) 的 作用 力 为 9(t, 2). 由 台中 的 推导 可 知 ， 粒子 的 分 布 函 数 
了 mg) 应 满足 以 下 方程 : 

of 


声 +? Vf+g- Vof =0. (7.D) 


这 个 方程 称 估 拉 索 夫 方程 它 作为 玻 尔 兹 曼 方 程 的 一 种 竺 殊 形式 ， 是 
等 离子 体 研究 中 的 基本 方程 之 一 . 


7 了 .2. 伏 拉 索 夫 一 泊 松 (VIasov-Poisson) 方程 组 

现在 考察 带电 粒子 群体 (如 等 离子 体 中 的 电子 群体 等 ) 的 运动 情 
况 . 假定 过 程 进 行 得 不 太 快 , 使 电磁 效应 可 以 忽略 , 即 可 作 静 电 近 似 . 
设 粒子 的 质 基 为 W, 所 带电 荷 为 g, 并 设 这 些 带电 粒子 形成 的 《平均 ) 电 
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场 为 Blt, x). 这 样 ， 由 于 磁场 已 被 和 忽略， 一 个 粒子 单位 质量 上 受到 的 


电场 力 为 g 二 二 E(t 了 ). 内 此 ， 这 些 带电 粒子 的 分 布 函数 f(t, 人 2, 0) 


应 满足 伏 拉 案 夫 方 程 


学 + Yef + 二- vf =0. (7.2) 
由 麦克 斯 书 方程 组 ， 此 时 尽管 瑟 并非 静 电 声 ， 但 高 斯 定理 仍然 成 
立 ( 见 第 - 章 (3.9) 式 ), 即 有 


divB = £, (7.3) 
E0 


其 中 co 为 真空 中 的 介 电 常数 ，p 为 电荷 密度 . 再 由 分 布 函数 f(t, 2, 可 
的 定义 ， 电 荷 密度 即 单位 体积 中 的 电荷 为 


ob) = gf, ft, zw, v)d {7.4) 
在 静电 近似 下 ， 可 以 9{t, 2) 表示 电场 马 的 势 ， 
五 = -V0, (7.5) 
于 是 ， 注 意 到 (7.4) 式 , 方程 (7.2) 一 (?.3) 可 写 为 
2 Vef — Vb Vf =0 (7.6) 
Ot 
了 
—Ag$ = i he flt, zw, vdv. {7.7) 


这 个 方程 组 称 为 伏 拉 索 夫 - 泊 松 方程 组 . 

下 面 我 们 具体 考察 将 伏 拉 索 夫 - 泊 松 方程 组 (7.6) 一 (7.7) 应 用 于 
无 外 加 位 场 的 高 温 等 离子 体 的 情形 ， 如 果 过 程 的 频率 不 是 太 低 ， 可 以 
认为 正 离子 是 不 动 的 ， 且 构成 一 个 在 空间 均 介 分 布 的 正 电荷 缘 景 ， 设 
ft. 人 ,9) 表示 等 离子 体 中 电子 的 分 布 函数 ， 而 对 电子 而 言 ，4 = ~e, 
考虑 到 上 述 均匀 分 布 的 正 电荷 背景 ， 决 定 电 荔 的 电荷 并 下 仅仅 由 电子 
提供 ， 还 应 包括 由 正 离子 给 出 的 正 电荷 ， 正 电荷 的 密度 可 寄 为 


cf, folt, 2, vdy, (7.8) 
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其 中 f(t, Tv) 为 由 (3.33) 式 给 出 的 麦克 斯 韦 - 防 尔 兹 曼 分 布 (在 其 
中 wo = 0). 这 样 ， 总 的 电荷 密度 应 为 


p(t, 2) = -em -haojdo (79) 


于 是 ， 优 拉 索 夫 ， 油 松 方程 组 (7.6) 一 (7.7) 此 时 应 修 止 为 


of 加 加 
于 tv Vf V9 Yo =0 {7.10) 


Ad = E had ew) — folt, w, v0))dv. (7.11) 


如 果 对 所 讨论 的 粒子 群体 , 其 粒子 之 间 只 存在 {长程 的 ) 引力 作用 ， 
那么 ， 其 粒子 分 布 函 数 与 引力 场 的 势 $ 也 满足 类 似 于 (7.6) 一 (7.7) 
的 伏 拉 索 夫 -- 泊 松 方程 组 (见习 题 5). 


7.3. 伏 拉 索 夫 一 麦克 斯 韦 (Vlasov-Maxwell) 方程 组 

一 般 地 说 ， 在 运动 的 带电 粒子 群体 (如 等 离子 体 ) 中 ， 磁 场 效应 是 
不 能 忽略 的 ( 见 第 三 章 ). 在 这 种 情况 下 , 带电 粒子 群体 就 处 在 由 全 体 粒 
子 的 宏观 运动 所 产生 的 电磁 场 中 ， 这 时 ， 就 需要 对 上 段 所 述 的 伏 拉 索 
夫 - 泊 松 方程 组 予以 修正 . 

仍 设 粒子 的 质量 为 MM, 电荷 为 9. 又 设 电磁 场 的 电场 强度 与 磁 感 
强度 分 别 为 再 ( 蕊 了) 与 B(t,2). 由 电磁 场 中 的 洛 伦 兹 力 公式 ( 见 第 一 
章 (3.19) 式 ), 一 个 带电 粒子 所 受 的 力 为 


gE+v x B). (7.12) 


因此 ， 粒 子 的 分 布 函数 f(t, 2, v2) 所 满足 的 伏 拉 索 夫 方 程 (7.1) 变 为 


of 9 _ 

芒 +oVef+ 开 (下 +uxB Vf =0. (7.13) 
同时 ， 为 简单 起 见 ， 假 设 电场 强度 吾 与 磁 感 强度 吾 满足 真空 中 的 考 
克 斯 韦 方程 组 ( 见 第 一 章 (3.9) 一 (3.12) 式 ) 


aE 
E00 = rotB— joj, (7.14) 
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页 = —rotE, (7.15) 

dvE = £, (7.16) 
<0 

divB = 0, (7.17) 


其 中 p 为 电荷 密度 ， 了 为 电流 密度 ,而 so 及 jo 分 别 为 真空 中 的 介 电 
常 基 及 磁 导 率 ， 电荷 密度 可 利用 分 布 函数 f 由 下 式 给 出 : 


plt, 2) -af, flt, ,vdv. (7.18) 


下 面 再 利用 分 布 函数 f 来 决定 电流 密度 j， 电流 是 由 带电 粒子 群体 的 
宏观 运动 形成 的 , 而 带电 粒子 的 宏观 运动 速度 就 是 粒子 的 平均 速度 ( 见 
(2.5) 式 ) 


Vi 四 = 2/, wf (tp, 0)dv. 


由 定义 { 见 第 一 章 82.2.1), 电流 密度 了 的 方向 与 VV 相同 ， 其 数值 等 于 
单位 时 间 内 通过 垂直 于 VV 方向 的 单位 面积 的 电荷 量 .由 于 单位 时 间 内 
通过 垂直 于 VV 方向 的 单位 面积 的 粒子 数 为 n|VI, 易 知 电流 密度 


j= 9 fo vf mv). (7.19) 


由 方程 (7.13) 一 (7.19) 构成 的 方程 组 由 描述 粒子 守 伍 的 伏 拉 索 夫 方程 
及 描述 电磁 场 变化 的 去 克 斯 韦 方程 组 耦合 而 成 ， 称 为 估 拉 索 夫 一 麦克 
斯 韦 方程 组 . 

在 讨论 伏 拉 索 夫 ~ 麦克 斯 韦 方程 组 的 定 解 问 题 的 提 法 之 前 ， 我 们 
先 根 据 物理 上 的 启示 ， 证 明 与 该 方程 组 的 解 有 关 的 两 个 性 质 . 

设 粒 子 所 处 的 范围 为 全 空间 丐 3, 则 粒子 总 数 为 


N= 人 人 tm vdrdy. (7.20) 


由 粒子 数 守恒 ， 这 个 基 应 不 随时 间 t 而 变 ， 具 体 地 说 ， 我 们 有 下 述 


定理 7.1。 设 ( 户 酝 ,至 ) 为 伏 拉 索 夫 一 麦克 斯 市 方程 组 (7.13) 一 
《7.19) 在 t>0 时 的 C1 解 ， 且 关于 变量 z 及 名 具有 紧 支 集 ， 则 


六 = 常数， Vi2>0， (7.21) 
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其 中 N 由 (7.20) 去 给 出 ， 
证 明 ”利用 方程 (7.13), 由 {7.20) 式 可 得 
全 =- 人 人 (0. vf+ (B+ox B). vf ) dred. 
| (7.22) 


由 于 了 关 F 2 及 名 具有 紧 支 集 ， 利用 格林 公式 ， 并 注意 到 百 和 吾 
都 只 是 及 zw 的 函数 ， 可 得 


hs haY Vefdrdv =0, (7.23) 
R 

人 [B+ Vfdrdv =0 (7.24) 
R3 /RR 


vx B}:V,fdrdv 
了 Rs JR? 
= -人 /dvolox 可 /dzdo 
mw 
= —/, hs(B rotw)fdrdv =0, (7.25) 
四 


其 中 div。 及 Tot 分 别 表示 关于 变量 取 散 度 及 旋 度 .在 得 到 (7.25) 
式 的 过 程 中 ， 我 们 利用 了 向 量 分 析 公式 

div(@ x b)=b.rota— a.rotb (7.26) 
及 rotuv = 人 0. 将 (7.23) 一 -(7.25) 式 代入 (7.22) 式 右 端 ， 即 得 


dy 
一 一 一 之 0. 
均 0， vi>0 


这 就 证 明了 定理 的 结论 . 
现在 考察 带电 粒子 群体 的 总 能 量 ， 由 (2.10) 式 ， 单 位 体积 中 粒子 
的 平均 总 动能 为 Mf 
M , _ 
hs TI wwe; 


而 由 第 一 章 84.1, 单位 体积 中 粒子 的 电磁 能 基 即 电磁 能 量 密度 为 


1 2 1 2 
3 (en 十 二 [可 ) - 
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下 是 总 能 晤 为 


= / 人 Mf, ,vdrdv 
RY JRS 
+ /3 3 (um 十 二 3) dz. (7.27) 


由 能 基 守 恒 ， 这 个 址 也 应 该 不 随时 间 而 变 . 具体 地 说 ,我 们 有 下 述 


定理 7.2. 设 ( 户 到 B) 为 优 拉 索 夫 -麦克 斯 书 方程 组 (7.13) 
(7.19) 在 过 0 时 的 C1 解 ， 且 关于 变量 和 及 恒 具 有 紧 支 集 ， 则 


6 二 常数 ， Vi>0， (7.28) 
其 中 台 由 (7.27) 式 给 出 。 
证 明 ”将 方程 (7.13) 两 端 乘 以 |v|?, 再 闫 了 z 与 在 全 空间 积 


分 , 有 
[hs (oe + oli(w. je dzdy 
= -/, hs 二 oP(B + x B): Vfdrdy. (7.20) 
注意 到 了 关于 2 及 名 具有 紧 支 集 ， 利 用 格林 公式 ， 可 得 
人 ， 人 ,ou Vef)drdu =0 (7.30) 


人 /Slo (E+ vx B). V,fdzdy 
= -hh hs 2 (B+vx B)fdrdv 
-和 人 才 lvhdiv,(v x B)fdzrdv 


-2 总 二 E.vfdrdv 


pj (7.31) 
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在 得 到 上 式 的 过 程 中 ， 我 们 利用 了 
v:(vx B=0, div(vx B=0 


及 方程 (7.19). 将 (7.30) 和 (7.31) 式 代入 (7.29) 式 ， 并 利用 方程 
(7.14), 即 得 


Fh 人 lordzdv 


一 人 人 roo drav 


2 , 

= hi 
2 1 BY 

= 天 [BtB a) 
1d 


2 2 1 
2 . 2 
ya 6o| 百 dz 十 元 人 me rot Bdx. {7.32) 


因为 百 及 吾 关 于 一 具有 紧 支 集 ， 利 用 向 量 分 析 公式 (7.26) 和 格林 
公式 不 难 验证 


人 已 :rot Bdz = f ,rot BE. Bdz. 
Rs ps 
这 样 ， 注 意 到 方程 (7.15), (7.32) 式 可 改写 为 


了 (/。 人 Mopyazau + 人 alBPa) 


= 2f yot BE. Bdz 
R3 po 


由 上 式 立 即 有 
一 = 0， YW>0. (7.33) 


这 就 证 明了 定理 的 结论 . 
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7.4. 伏 拉 索 夫 耦合 方程 组 的 数学 结构 及 其 定 解 问题 

在 伏 拉 索 夫 … 泊 松 方程 组 中 ,方程 (7.6) 是 一 个 关于 未 知 函数 
的 一 阶 冯 曲 型 偏 微 分 方程 ， 其 系数 依赖 于 另 一 未 知 函 数 由 对 2 的 梯 
度 ， 而 方程 (7.7) 则 姨 关 于 未 知 请 数 9 的 泊 松 方程 ， 其 右 端 由 未 知 函 
数 了 的 积分 给 出 ， 因 此， 该 方程 组 是 个 非 线性 双 曲 - 椭 辑 焰 合 的 积 
分 微分 方程 组 . 

下 面 着 量 考 察 伏 拉 索 夫 - 麦克 斯 韦 方程 组 ， 首 先 指出 ， 该 方程 组 
中 的 方程 (7.16) 和 (7.17) 可 化 为 对 初始 资料 的 要 求 . 精确 地 说 , 如 果 
t= 二 0 时 


f=f(%,%), E=E(r), B= B'(z), (7.39) 
且 这 些 初始 资料 满足 相 容 性 条 件 
， 9 
dv 本 = A ,f° (ev)dy (7.35) 
及 
div 召 " = 0, (7.36} 
那么 在 > 0 时 屠 成 立 
div 百 = hs f(t, 2, v)dv (7.37) 
及 
divB=0. (7.38) 


实际 上 , 以 散 度 算 子 div 作用 于 方程 《7.15) 的 两 端 , 并 注意 到 div rot 也 
三 0, 就 有 


2 
HB =0. (7.39) 


于 是 , 由 《7.36) 式 立 刻 可 得 (7.38) 式 . 再 以 散 度 算 子 div 作用 子 方程 
(7.14) 的 两 端 ， 并 注意 到 (7.19) 式 ， 类 似 地 有 


0 
Eojio FY 五 = 一 Apodiv7 
-pg 人 ， dive(vf)dv 


= -Ag 人 vejao (7.40) 


Hl 


154 第 八 章 ”气体 分 于 运动 论 


再 利用 伏 拉 索 夫 方程 (7.13), 就 得 到 


0 . 0 2 
注意 到 在 |v| 一 co 时 ， 我 们 总 是 假定 了 以 足够 快 的 速率 趋向 于 零 ， 
类 似 十 (7.24) 和 (7.25) 式 ， 利 用 格林 公式 容易 验证 


人 (e+ vx B). V,fdu =0. (7.42) 
于 是 ， (7.41) 式 可 改写 为 


(dv Lh ftw, dy) = 0. (7.43) 
这 样 ， 内 (7.35) 式 就 立刻 得 到 (7.39) 式 . 

因此 ， 对 伏 拉 索 夫 - 麦克 斯 书 方程 组 来 说 ， 我 们 只 需 考虑 由 方程 
(7.13) 一 (7.15) 及 (7.19) 构成 的 方程 给、 前 已 说 明 ， 伏 拉 索 夫 方程 
(7.13) 为 关于 未 知 函 数 三 的 一 阶 妈 曲 型 偏 微分 方程 ， 其 系数 依赖 上 未 
知 函 数 吾 及 如, 而 麦克 斯 韦 方程 组 (7.14) 一 (7.15) 则 是 关于 未 知 函 
数 百 及 妃 的 一 阶 对 称 双 曲 型 方程 组 ( 见 第 一 章 85), 但 其 中 了 由 未 知 
艺 数 f 的 积分 通过 (7.19) 式 给 出 . 这 样 , 伏 拉 案 夫 . 麦克 斯 书 方 程 组 
是 一 个 一 阶 非 线性 双 曲 型 积分 一 偏 微分 方程 组 . 

最 后 ， 我 们 讨论 上 述 这 些 硬 合 方程 组 的 定 解 问题 的 提 法 ， 由 于 在 
原则 上 ， 伏 拉 索 夫 - 泊 松 方程 组 中 的 未 知 瑞 数 少 可 按 党 松 方程 的 情形 
提 定 解 条 件 ， 伏 拉 索 夫 … 才 克 斯 韦 方程 组 中 的 未 知 函 数 巴 和 召 可 接 
才 克 斯 韦 方程 组 的 情形 提 定 解 条 件 ( 见 第 一 章 )， 所 以 这 里 只 需 重点 讨 
论 伏 拉 索 夫 方程 (7.1) 的 定 解 条 件 的 提 法 ， 

伏 拉 索 夫 方程 (7.1) 的 定 解 问题 仍 可 分 为 初 值 问题 及 初 -. 边 值 问 
题 两 类 . 

1) 初 值 问题 ( 柯 西 问题 ): 设 了 > 0, 在 (0,T) x IR3 x JR3 中 求 
方程 (7.1) 的 解 /二 f(t,z,v), 使 其 在 t+ 二 0 时 满足 初始 条 件 


87(0 mo = f(z,0), Vv.v) € Rx RS (7.44) 


其 中 用 (zx, 2) 为 给 定 的 函数 . 
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常 微分 方程 组 
eo (7.45) 
dU ™ da 9 . 
的 任 一 解 攻 二 2( 人 站, 5 一 V(t) 称 为 伏 拉 索 夫 方 程 (7.1) 的 特征 线 ， 由 
《7.1) 式 ， 沿 任 一 待 征 线 ， 分 布 函数 f(t. 2, 0) 保持 常 值 ， 因 此 ， 分布 
函 数 f(t.w.v) 具有 与 初始 分 布 {ZV) 同样 的 上 下 界 、 对 于 伏 拉 索 
夫 方程 (7.13), 特征 线 方程 (7.45) 变 为 
dz dv 
二 一 由 下 = 总 (至 + vx B). {7.46) 
这 止 是 带电 粒子 在 电磁 场 中 运动 的 动力 学 方程 (参见 第 一 章 (3.19) 式 ). 
顺便 说 明 ， 在 不 少 的 实际 问题 中 , 粒子 的 运动 速度 可 能 相当 地 大 ,这 就 
要 求 对 伏 拉 案 夫 方程 按 相 对 论 的 要 求 进行 修正 (参见 第 几 章 习 题 13 及 
14). 
2) 初 . 边 什 问 题 ; 设 了 >0 及 RCIR, 在 (0,T)x0xIR3 
中 求 方 程 (7.1) 的 解 f= f(t, we, 9), 使 其 在 t = 0 时 满足 初始 条 件 


f (0,%,0) = oo ve) E 1 x R’, (7.47) 
并 在 边界 了 二 80 x 职 ? 的 某 一 部 分 上 满足 一 定 的 边界 条 件 ， 这 里 指 
出 ， 变 其 ! 的 变化 范围 总 是 全 空间 IR?. 
为 了 说 明 应 该 在 边界 二 的 哪 一 部 分 上 给 出 边界 条 件 ， 并 应 给 出 什 
么 形式 的 边界 条 件 ， 我 们 先 从 数学 的 角度 来 考察 一 个 简单 的 例子 . 


例 7.1- 讨论 如 下 的 一 维 伏 拉 索 夫 方程， 


of 0 8 
?B19 吉 =0, t>0,7>0,veR. (7.48) 
设 在 二 0 时 给 定 初始 条 件 
fl0,7,0) = f(z,v0), rz>0,ve R, (7.49) 


其 中 及 (ro) 为 已 知 函 数 . 
方程 (7.48) 的 特征 线 zx 二 zu == v(t) 满足 
dz dv 


定 ~ 第 =8. (7.50) 
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由 (7.48) 式 , 沿 任 一 特征 线 满足 
df 
证 = 
为 简单 起 见 ， 假 设 9 三 0. 这样， 在 (t,x,v) 空间 过 点 (0, a; 有 的 特 
征 线 为 直线 


0. (7.51) 


T=Bt+Qa, v=B, (7.52) 
且 沿 此 特征 线 

f= f(a, P) 一 f(r — vt,v). (7.53) 
现在 t 增加 时 考察 该 特征 线 的 指向 ,由 (7.52) 式 不 难看 出 : 车 
> 0, 特征 线 指向 zx 增加 的 方向 ,从 而 在 区 域 边界 > = 0 上 ,特征 线 
指向 求解 区 域 的 内 部 ; 车 8 < 0, 特征 线 指 向 7 减少 的 方向 ,从 而 在 区 
域 边界 £ = 0 上 ， 指 向 求解 区 域 的 外 部 ， 因 此 ， 由 《7.53) 式 ， 利 用 在 

了 >0 及 vvE 了 上 给 出 的 初始 条 件 (7.49), 能 且 仅 能 在 区 域 


t>0, z>0, ve0 (7.54) 
及 
t>0, 7> v>0 (7.55) 
中 央 定 解 
f= f(x — vt, vd). (7.56) 


为 了 决定 解 了 在 区 域 
t>0, Ogz<vt, v>0 (7.57) 


中 的 值 ， 就 必须 在 边界 2 = 0, > 0 处 , 给 出 适当 的 边界 条 件 . 例 
如 ， 设 在 这 一 部 分 边界 上 给 定 边 界 条 件 


f(b 0,0) = g(t,v), 当 v>0 时 . (7.58) 
注意 到 过 t+ 二 7, z 二 0, v 二 6 的 特征 线 为 
z=At-7), v=8, (7.59) 
而 沿 此 特征 线 成 立 


f= 9(7,8), (7.60) 
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就 可 以 决定 广 在 区 域 (7.57) 中 的 值 
oft_ 
f=g ( Eo). (7.61) 


这 伴 ,， 我 们 就 得 到 了 定 解 问题 (7.48) 一 (7.49) 及 (7.58) 的 解 . 当 
然 如 果 训 得 到 连续 、 其 至 光滑 的 解 ， f(z,0) 与 g(t,v) 还 应 满足 一 
定 的 相 容 性 条 件 . 


由 上述 例子 可 见 ， 形 如 (7.58) 的 边界 条 件 只 需 给 在 满足 
v:n<0 (7.62) 


的 部 分 边界 上 , 其 中 no 表示 区 域 人 2 的 边界 902 上 的 单位 外 法 线 向 量 . 
此 外 ,仔细 考察 对 上 例 的 讨论 不 难看 出 ， 在 所 论 区域 的 另 一 部 分 
边界 上 ， 即 ”< 0 时 ,给 出 如 下 形式 的 边界 条 件 


f(t,0,0) = ft,0, 一 人 )， 当 v<0 时 ， (7.63) 


而 在 相应 于 v > 0 的 那 一 部 分 边界 上 不 再 给 出 边界 条 件 ， 仍 可 唯一 地 
确定 方程 的 解 在 整个 求解 区 域 上 的 值 . 形 如 (7.63) 的 边界 条 件 相应 
于 粒子 在 边界 上 的 镜面 反射 (参见 下 面 的 {7.68) 式 ). 这 种 反射 当然 只 
能 产生 上 满足 


vn>0 {7.64) 
的 那 部 分 边界 上 ， 
现在 讨论 一 般 的 情况 ， 记 
T= {2,0) eT vn <0), (7.65) 


其 中 mn 为 12 的 边界 082 上 的 单位 外 法 线 向 量 . 在 厂 上 ， 由 于 粒子 
速度 2 的 方向 指向 求解 区 域内 部 ， 故 有 粒子 由 外 部 进入 到 求解 区 域内 
部 . 此 时 应 给 出 向 区 域内 发 射 粒 子 的 分 布 基数 ， 因 此 边界 条 件 应 具有 
以 下 形式 ， 


jz 一 访 人 oo，t> 0(zoED， (7.66) 


其 中 户 (t, 工 ,0) 为 给 定 的 函数 ， 
下 面 讨论 边界 为 固 壁 的 情况 。 一 般 地 说 ， 气 体 (或 其 它 粒子 群体 ) 
在 固 壁 情形 的 边界 层 非 常 复杂 气体 分 子 在 边界 层 可 能 被 反射 、 被 吸 
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收 ， 鞭 至 可 能 形成 化 学 键 并 分 离 变 成 离子 ， 其 状态 非但 依赖 十 边界 的 
温度 ， 而 县 依赖 于 边界 的 光洁 程度 ， 这 方面 的 理论 分 析 与 实验 数据 都 
还 很 不 充分 ， 一 种 理想 的 情形 是 气体 在 固 壁 边界 作 和 镜面 反 射 ， 设 在 边 
界 上 -分 子 的 入 射 速 度 为 9, 经 边界 镜面 反射 ， 其 速 瘀 变 为 


v=v—2(v. nn {7.67) 


( 见 图 7). 因为 入 射 速度 yy 与 反射 速度 2 总 是 成 对 出 现 的 ， 扬 以 相应 
的 边界 条 件 应 为 


一 bz 一 200m2)m)，t> 0(zuleD (7.68) 


其 中 
T+= {2,v) ET vn > 0}. {7.69) 


站 


图 7 


伏 拉 索 夫 ” 泊 松 方程 组 及 伏 拉 索 夫 - 麦克 斯 让 方程 组 的 定 解 问题 
也 是 近 十 多 年 来 应 用 偏 微分 方程 领域 中 的 一 个 热门 研究 课题 ， 对 伏 拉 
案 夫 -麦克斯韦 方程 组 (包括 相对 论 及 非 相对 论 两 种 情形 ), 在 小 初 值 
情况 下 已 证 明了 其 柯 西 问题 整体 经 典 解 的 存在 性 ( 见 图 ), 但 对 一 般 初 
信 情 况 , 仍 是 一 个 没有 解决 而 值得 深入 研究 的 问题 , 其 整体 弱 解 的 存在 
性 也 已 得 到 ( 见 [9]), 但 弱 解 的 唯一 性 尚未 解决 .顺便 指出 ， 对 具有 一 
般 碰 擅 项 的 玻 尔 兹 曼 方 程 柯 西 问题 整体 弱 解 的 存在 性 感 兴趣 的 读者 ， 
可 参见 [10]. 


习 题 


1 设 气体 分 子 是 半径 为 7 的 刚体 球 . 试 求 分 子 刚 体 碰撞 的 微分 散 
射 截 面 ， 并 证 明 其 总 截面 otot = 4mrr2. 
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2. 设 7 tw,o) 为 屁 尔 兹 曼 方 程 


Hv ve = 
的 C1 解 ， 昌 对 任何 过 0, 上 关于 变量 w 及 是 紧 支 集 的 ， 证 明 ， 积 
分 


人 hs ft, 2, Vy — tyldrdv 
R: 


为 一 个 与 t 之 0 无 关 的 常数 . 

3. 设 为 由 (6.13) 式 定义 的 希 尔 伯 特 空间 互 中 的 积分 算 子 . 
证 明 该 算 子 为 非 负 的 自 共 示 算 子 . 

4. 利用 三 ,biy 的 表达 式 (6.24), 直接 证 明 (6.33) 式 对 一 切 守恒 
贡 X 成 立 . 

5. 设 粒 子 群体 的 粒子 之 间 受 引力 (长程 作 用 力 ) 的 作用 ,已 可 忽略 
磁 撞 . 证 明 粒子 的 分 布 函 数 f(t, 攻 ,D) 与 引力 场 的 势 %(t 2) 满足 如 下 
的 伏 拉 索 夫 - 泊 松 方程 组 : 

of 


BY Vef t+ Vp Vuf =0, ‘ 


一 Ag 一 人 了 (mobjdv. 
6. 设 /bz 9 为 由 伏 拉 索 夫 - 麦克 斯 韦 方程 组 决定 的 粒子 的 连 


续 可 微 的 分 布 画 数 ， 且 对 任何 0, /关于 变量 2 及 外 是 紧 支 集 的 ， 
又 设 d 为 光滑 函数 ， 且 8(0) = 0. 证 明 : 积分 


fs fs se ,odar 


为 一 个 不 随时 间 i 之 0 变化 的 常量 . 
7. 求解 -- 维 伏 拉 索 夫 方程 的 柯 西 问题 : 

of 86f 681 

三 + 起 +9 玖 ~ 

f(0,2,0) = f(z, 0), 


其 中 9 为 常数 ， Fo(z,u) 为 给 定 的 适当 光滑 函数 . 


0, #1>0,(z,v)e R?, 
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8. 求解 下 述 一 维 伏 拉 索 夫 方 程 的 边 值 问题 : 
af of _ , 
太一 ” t+>0,7>0,v€R, 


F(0,2,0) = f(z,v), 72>0,v€R, 
f(t,0,0) = f(t,0,—v), t> 0,v<0, 


其 中 f(z,v) 为 给 定 的 适当 光滑 函数 ， 并 满足 相 容 性 条 件 
f°(0,0) = f°(0, —v), v<O. 
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1.1. 相对 性 原理 与 佑 利 略 (Galileo Galiiei) 变换 

物理 现象 在 不 同 参 考 系 中 的 表现 形式 可 以 是 不 相同 的 例如， 当 
讨论 由 一 个 点 电荷 所 激发 的 电磁 场 时 ， 必 须 确定 此 点 电荷 是 静止 的 还 
是 运动 的 . 如 果 该 点 电荷 是 静止 的 ,那么 它 只 激发 移 电 场 ， 如果 是 运动 
的 ， 那么 它 除了 激发 电场 外 还 激发 磁场 ， 而 为 了 确定 该 点 电荷 是 静止 
的 还 是 运动 的 , 必须 先 确定 它 所 在 的 参考 系 . 但 在 一 个 参考 系 中 是 静止 
的 点 电荷 ， 在 另 一 个 参考 系 中 可 能 是 运动 的 , 因此 ， 上述 物理 现象 在 不 
同 参 考 系 中 的 表现 形式 是 不 同 的 ， 由 于 参考 系 的 选取 可 以 相当 任意 ， 
而 同一 物理 现象 在 不 同人 参考 系 中 又 可 以 有 不 同 的 表现 形式 ， 那么 ， 作 
为 反映 物理 现象 客观 规律 的 物理 定律 ， 在 不 同 的 参考 系 中 是 否 也 应 具 
有 不 同 的 形式 呢 ? 如 果 是 这 样 的 话 ， 描 述 同一 个 物理 现象 的 物理 定律 
的 形式 将 五 花 八 门 , 而 失去 客观 的 标准 , 这 显然 是 不 合理 的 . 因此 , 物 
理 定律 在 一 切 相应 的 参考 系 中 应 该 具有 相同 的 形式 . 这 就 是 相对 性 原 
理 


首先 看 经 典 的 牛顿 力学 ， 我 们 知道 ， 牛 顿 定律 的 表现 形式 对 所 有 
惯性 系 均 成 立 ， 而 所 请 惯性 系 就 是 指 牛 顿 第 一 定律 (惯性 定律 ) 成 立 的 
参考 系 . 一 切 相对 于 某 惯性 系 作 匀速 直线 运动 的 参考 系 仍 为 惯性 系 
这 样 ， 牛 顿 访 学 满足 如 下 烛 对 性 原理 : 所 有 的 物理 定律 在 惯性 系 中 都 
具有 相同 的 形式 ， 它 在 数学 上 的 描述 就 是 : 在 将 一 个 惯性 系 转换 到 另 
一 个 惯性 系 的 时 空 变换 下 ,物理 定 律 的 形式 保持 不 变 ， 至 上 惯性 系 之 
间 的 时 空 变换 的 形式 则 依赖 上 我 们 有 关 时 间 与 室 间 的 观念 . 在 牛顿 力 
学 中 ,认为 时 间 和 空间 具有 绝对 的 意义 ,不 依赖 于 所 选取 的 参考 系 , 这 
就 是 说 ， 两 个 事件 的 时 间 间 踊 以 及 刚体 上 两 点 的 空间 距离 均 与 所 选 的 
参考 系 无 关 .在 这 种 认识 下 ,惯性 系 之 问 的 时 空 变换 称 为 伽利略 变换 
而 相应 的 相对 性 原理 则 称 为 名 利 略 相对 性 原理 
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设 及 及 下 为 两 个 惯性 系 ,其 中 的 时 空 坐标 系 分 别 为 (t, 1, 7a,73) 
与 全 区, 有 ,三 ) 并 设 民 以 常 速度 VV 相对 于 KK 作 直线 运动 . 为 了 讨 
论 简 单 起 见 ， 我 们 可 以 假定 在 两 个 参考 系 中 ， 坐 标 轴 的 方向 部 是 一 至 
的 .这样 ， 只 要 适当 选取 时 间 与 空间 的 原点 ， 伽 利 略 变换 可 写 为 


t=t, 
{En a 
其 中 人 二 (1,2,Z3) 等 ， 
王 面 我 们 说 明 ， 午 顿 方程 ( 即 牛顿 第 二 定律 ) 在 伽利略 变换 (1.1) 
下 保持 形式 不 变 ， 设 在 参考 系 中 ， 牛 顿 方 程 的 形式 为 
d2z 


在 伽利略 变换 (1.1) 下 ， 显 然 有 


dE dz , 
本 = 下 (1.3) 
此 外 ， 在 牛顿 力学 中 ， 质 点 的 质量 亦 假定 与 参考 系 无 关 ， 即 
= m, {1.4) 


这 里 以 现 表示 质点 在 参考 系 及 中 的 质量 .至 于 作用 在 质点 上 的 力 了 
一 般 是 时 间 (如 周期 强迫 力 ) 、 相 对 距离 (如 万 有 引力 ) 或 相对 速度 (如 
摩擦 力 ) 的 范 数 ， 在 伽利略 变换 下 ， 时 间 与 相对 距离 显然 保持 不 变 ， 容 
易 验 证 相对 速度 也 不 变 . 因此 ， 作 用力 在 不 同 的 惯性 系 下 是 相同 的 ， 即 
f= (1.5) 


这 里 子 表 示 在 参考 系 及 中 的 作用 力 . 综合 (1.3)- 一 (1.5) 式 , 我们 有 


dd 
m= (1.6) 


这 表明 牛顿 方程 在 惯性 系 五 中 与 在 惯性 系 及 中 具有 同样 的 形式 ， 对 
牛顿 第 三 定律 有 同样 的 结果 . 因此 ,牛顿 力学 满足 伽利略 相对 性 原理 ， 
经 典 力 学 方程 在 伽利略 变换 下 形式 保持 不 变 . 
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1.2. 玫 克 斯 书 电磁 场 理论 与 伽利略 相对 性 原理 

现在 来 考察 描述 电磁 场 变化 规律 的 麦克 斯 韦 方程 组 ( 见 第 一 章 ). 已 
知 ， 在 没有 电荷 及 电流 时 ， 真 空中 的 电场 强度 吾 与 磁 感 强度 召 分 别 
满足 波动 方程 


12E 

与 5 -AE= 1.7 

BO -MPT0 (1 
~ 2B 

1 

zi 418 


( 见 第 一 章 (5.27) 式 及 (5.28) 式 ). 这 两 个 方程 告诉 我 们 ， 电 磁场 在 真 
空中 以 波 的 形式 传播 ， 其 传播 速度 为 c 二 3 x 108 m/s， 设 电磁 场 方 
程 在 惯性 系 K 中 具有 上 述 形 式 ， 可 以 验证 ， 在 由 KK 转换 到 另 一 惯性 
系 区 的 佑 利 略 变 换 (1.1) 下 ,方程 (1.7) 与 (1.8) 将 不 再 保持 原来 的 
形式 、 直接 从 物理 上 进行 分 析 也 能 得 到 同 -结论 .事实 上 ， 由 于 方程 
(1.7) 与 《1.8) 关于 空间 变 其 21, xo, z3 的 对 称 性 , 在 惯性 系 KK 中 , 电 
磁 波 以 相同 的 速度 c 向 各 个 方向 传播 ， 其 传播 速度 c 是 各 向 同性 的 . 
但 根据 徊 利 略 变换 (1.1), 在 参考 系 下 以 速度 VV 相 对 天 运动 时 ， 由 
速度 的 侠 加 性 ,在 参考 系 天 中 电磁 波 洛 不 同方 向 的 传播 速度 应 该 不 同 
( 沿 WV 的 方向 ,传播 速度 为 c 一 | Vl; 而 沿 太 的 相反 方向 ， 传 播 速度 为 
5c 十 | 加 ). 这 … 特 点 必然 要 反映 在 参考 系 及 中 的 方程 里 ,从 而 在 玉 中 
麦克 斯 书 方程 不 可 能 仍 具有 (1.7) 与 (1.8) 的 形式 . 这 说 明 玫 之 斯 韦 
方程 组 在 不 同 惯性 系 中 的 形式 不 同 ， 因 此 不 满足 佑 利 路 相对 性 原理 

这 样 ， 我们 面临 着 下 面 三 个 可 能 的 选择 : 

卫 麦克 斯 万 方程 组 是 不 正确 的 ， 正 确 的 电磁 场 方程 应 在 伽利略 变 
换 下 不 变 . 

2” 佑 利 略 相对 性 原理 只 适用 丁 经 典 力 学 ， 对 电磁 理论 不 成 立 ， 在 
电磁 理论 中 ， 存 在 一 种 特殊 而 优越 的 参考 系 ， 电 磁场 方程 在 此 参考 系 
中 具有 麦克 斯 韦 方程 组 的 形式 . 

3 相对 性 原理 仍然 是 普遍 适用 的 物理 规律 但 时 空 观 要 作 根 本 性 
的 改变 , 不 能 认为 时 间 和 空间 具有 绝对 的 意义 , 相反 , 随 着 从 一 个 惯性 
系 到 另 一 个 惯性 系 的 变换 ,时 间 与 长 度 均 可 能 改变 .这 就 是 说 , 惯性 系 
之 间 的 变换 不 再 吨 伽 利 略 变换 ， 

月 1861 年 麦克 斯 市 建立 电磁 学 方程 组 以 后 ， 到 19 世纪 末 ， 由 士 
赫兹 (日. R. Hertz) 、 洛 伦 兹 以 及 其 它 一 些 人 的 努力 ， 这 一 理论 获得 惊 
人 的 成 功 , 已 为 大 家 所 普遍 接受 , 要 否定 它 几 平 是 不 可 能 的 . 所 以 余下 
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只 有 2° 和 3° 这 两 种 选择 .在 爱 因 斯 坦 (A. Einstein) 之 前 ， 绝 大 多 
数 物理 学 家 采纳 了 第 2° 种 选择 ,力图 对 已 有 的 理论 进行 修补 ,那么 这 
种 使 麦克 斯 韦 方程 组 成 立 的 特殊 优越 的 参考 系 是 一 种 什么 参考 系 呢 ? 

我 们 知道 ， 机 械 波 是 在 介质 中 传播 的 ， 以 一 维 弹性 杆 的 微小 纵 振 
动 为 例 ， 它 满足 下 述 方程 


2 32. 
0 =0. (1.9) 
( 见 ， 例 如 [了 ]), 其 中 a2 = EE/p, 而 召 为 材料 的 弹性 模 基 ， p 为 杆 的 
线 密度 ， 当 时 的 物理 学 家 以 机 械 波 的 模式 来 理解 电磁 波 ， 认 为 真空 中 
存在 一 种 介质 一 以 太 (ether), 电磁 波 在 这 种 介质 中 以 速度 c 传播 ， 
而 麦克 斯 书 方程 组 就 在 以 太 这 一 惯性 系 中 成 立 ， 这样 ， 由 于 c 具有 很 
大 的 数值 ， 以 太 就 应 是 一 种 弹性 模 基 非常 大 、 而 密度 又 非常 小 的 透明 
介质 ， 光 作为 一 种 电磁 波 在 其 中 以 速度 c 传播 , 

但 是 ， 如 果 接 受 这 一 很 设 ， 在 相对 十 以 太 运动 的 物体 (例如 地 球 ) 
上 ， 光 (电磁 波 ) 的 传播 速度 就 应 与 c 不同， 此外， 由 在 地 球 上 测 得 
的 光速 与 在 以 太 中 光速 的 差异 ， 还 应 可 推 册 地球 相对 于 以 太 的 运动 束 
上 度 . 但 实际 测量 的 结果 却 大 出 人 们 的 狐 料 ， 1887 年 近 克 耳 孙 (A. A. 
Michelson) 和 莫 雷 (E. W. Morley) 的 实验 否定 了 由 光速 的 差异 测 出 
地 球 相 对 以 太 运动 速度 的 可 能 性 . 

这 样 一 来 ，3° 就 成 了 唯一 可 能 的 选择 . 这 就 是 说 相对 性 原理 不 
仅 对 经 典 力学 ， 而 且 对 电磁 (包括 光 ) 现象 也 是 成 立 的 ， 于 是 ， 雪 克 斯 
韦 方 程 组 在 一 切 惯性 系 中 都 应 具有 相同 的 形式 ， 真空 中 的 光速 c 在 一 
切 惯性 系 中 均 有 相 所 的 数值 .如 前 所 述 ， 后 一 结论 与 传统 的 牛顿 时 空 
观 是 完全 对 立 的 ， 而 这 正 是 爱 因 斯 坦 狭 义 相对 论 的 出 发 点 . 


82. 狭义 相对 论 的 基本 原理 ” 洛 伦 慈 变换 


2.1,， 狭义 相对 论 的 基本 假设 

1905 年 , 年 仅 26 岁 的 瑞士 专利 局 专利 审查 员 爱 因 斯 坦 分 析 了 当时 
物理 学 的 成 果 , 在 德国 最 有 声望 的 杂志 《物理 学 年 鉴 》 (Annalen der 
了 hysik) 上 发 表 了 症 为 《 论 动 体 的 电动 力学 》 这 篇 划时代 的 论文 ， 这 
篇 论文 及 其 同年 发 表 的 另 一 篇 论文 偶 定 了 狭义 相对 论 的 基础 ， 是 狭义 
相对 论 诞生 的 标志 . 
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爱 因 斯 坦 的 理论 依赖 以 下 两 条 基本 假 没 

1) 相对 性 原理 : 物理 定律 在 所 有 惯性 系 中 具有 相同 的 形式 

这 一 条 假设 形式 上 与 向 利 略 相对 性 原理 没有 什么 不 同 . 介 在 匈 利 
略 相对 性 原理 中 ， 当 从 一 个 惯性 系 转换 到 另 一 个 惯性 系 时 ， 相 应 的 时 
室 坐 标的 转变 出 伽利略 变换 给 出 ， 这 是 由 于 假定 存在 着 绝对 的 时 间 和 与 
空间 ， 即 时 间 间 隔 与 长 度 (两 点 间 的 距离 ) 不 随 惯性 系 的 不 同 选取 而 改 
变现 在 既然 采取 了 相对 性 原理 ， 麦 克 斯 者 方程 组 便 在 一 切 惯性 系 中 
成 立 ， 从 而 很 自然 地 ， 爱 因 斯 坦 便 以 与 经 典 的 牛顿 力学 相 违 背 的 光速 
不 变 原理 取代 了 时 间 与 空间 的 绝对 性 

2) 光速 不 变 原理 ， 对 所 有 的 惯性 系 ， 光 在 真空 中 沿 一 切 方向 的 伟 
播 速 度 都 是 c. 


2.2， 洛 伦 兹 变换 

这 一 变换 是 狭义 相对 论 的 核心 和 数学 表达 形式 ， 是 荷兰 物理 学 家 
洛 伦 兹 总 结 了 他 关于 电磁 场 多 年 的 研究 成 果 于 1904 年 提出 来 的 . 著 
名 的 法 国 科学 家 庞 加 菜 (HH. Poincaré) 对 洛 伦 兹 的 工作 特别 推举 ，# 
将 该 变换 称 为 洛 伦 兹 变换 . 

在 爱 因 斯 坦 的 上 面 两 条 假设 下 ,现在 考察 从 一 个 惯性 系 K 转换 到 
另 一 个 惯性 系 玉 时 , 其 相应 的 时 室 坐 标 (t, Pa 2, za) 和 (B,D1, Fo, D3) 
之 闻 的 变换 关系 是 什么 ? 设 


t= folt,T1, 2, x3), 
{ 五 = fib 2 oa ve) (= 1,2,3). (2.1) 


我 们 有 

(1) 变换 (2.1) 是 线性 的 . 

只 有 这 样 , 才能 保证 相对 于 到 作 勾 速 直 线 运动 的 任何 物体 相对 于 
所 也 作 匀速 直线 运动 、 这 体现 了 时 间 与 空间 的 均匀 性 ， 这 样 。 除 去 平 
移 外 ， (2.1) 应 是 如 下 形式 的 可 道 线性 变换 ， 


To = 2 aopeze (a =0,.,3), (2.2) 
: 


其 中 ag 为 常数 ， 且 为 表达 方便 ， 已 将 + 与 了 分 别 记 为 mn 与 Zo 
(2) 2_(Azi)? 一 (cAt)? 为 上 述 变换 下 的 不 变量 . 
i=1 
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事实 上 , 根据 光速 不 变 原理 , 在 惯性 系 天 中 t 时 刻 在 (z1, zz, zs) 
点 发 出 的 光 ， 在 上 十 At 时 的 波 前 为 一 个 以 【zi Ta 73) 为 球 心 、cAt 
为 半径 的 球面 ， ， 
P(A)? ~ (cAt)? =0, (2.3) 
3 一 1 
其 中 Axi 一 Xi 一 xi (i 二 1,2,3), 而 (Xi1,X2, Xa) = (2 十 
Azu za + Ara;za + Azs) 为 此 球面 上 的 变 点 ， 当 变换 到 参考 系 下 
时 ,(t, 21, Zo, ra) 一 (E, B1, E2, Fa), (£4+ At, Zit AL, Ty AT2, za 十 
Aza) 一 (f+ At, Ti + AT1, Ta + AzBz, Ta + ATa), 根据 光速 不 变 
原理 ， 此 时 波 前 为 球面 


yany — (A =0. (2.4) 


考虑 到 变换 (2.2) 是 线性 的 , 而 且 波 前 应 对 应 于 波 前 , 由 (2.3) 和 (2.4) 
式 就 得 出 
3 3 
DAB)? ~ (cA = Ek (Fany - (eet) ， (2.5) 
Ls i=l 
其 中 万 为 一 个 常数 .因为 两 个 惯性 系 K 和 下 的 地 位 完全 是 对 称 的 ， 
同样 应 有 


3 3 
> (Azi — (cAt = (any 一 (eA) . 
这 1 i=1 
这 样 就 有 如 = 1, 即 上 二 土 1. 注意 到 (2.5) 式 是 一 个 二 次 型 在 可 逆 线 
人 性 变换 (2.2) 下 的 变换 关系 ， 由 一 次 型 的 惯性 定理 ， 应 有 大 二 1. 这 就 
证 明了 结论 (2). 

由 于 (2.2) 式 是 一 个 齐 次 线性 变换 ， 显 然 结论 (2) 等 价 于 


3 
Ds (a) (2.6) 
2=1 
为 变换 (2.2) 的 不 变量 . 

满足 (2), 即 以 (2.6) 为 不 变量 的 线性 变换 (2.2), 就 称 为 洛 伦 兹 
变换 ， 
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为 了 得 到 洛 伦 兹 变换 的 一 般 形 式 ， 下 面 首先 讨论 一 种 特殊 情形 : 
在 变换 中 Ta, Xs 保持 不 变 ， 即 设 变换 为 


Q0070 + Qol21， 


Bo = 
殉 一 04103270 十 Ql171) (2.7) 
T2 = T2, 
Fs = La. 

将 上 述 变换 代入 不 变 基 表达 式 (2.6), 得 


(aiozo + oll71)2 — cz(aoozo + aolzl)2 = 2 ~ e272. 


分 别 比较 上 式 两 端 3， Zoz1 及 2? 项 的 系数 ， 有 


二 co 
2a0011 一 C ao0000l 一 人， {2.8) 
qh ~ ca = 1. 


由 变换 (2.7) 的 第 二 式 不 难看 出 ， 由 该 变换 确定 的 参考 系 玉 相对 了 参 
考 系 五 沿 zi 方向 以 速度 
T= 一 2 (2.9) 


作 匀 速 直线 运动 ， 利 用 (2.8) 的 第 一 式 ， 可 由 其 第 一 与 第 三 式 得 到 


2 2 
to0 = ll1， 
2 1 2 
多 一 一 410. 
01 ey 10 


再 利用 (2.9) 式 及 以 上 两 式 ， 由 (2.8) 的 第 一 与 第 三 式 可 以 分 别 解 得 


2 2 -2 
aoo 二 0 一 了， 
2172 
a2， 二 = To 工矿 
01 RT TA 


1 
其 中 = 一 天- 一 一 二 由 此 , 由 (2.9) 式 定义 的 VV 必须 满足 |V| < < 
1—(¥ 


由 于 必要 时 可 先 施行 关于 zo 及 x] 的 反射 变换 (它们 都 是 洛 伦 兹 变换 )， 
总 可 以 假设 aoo > 0 及 all > 0. 这样， 就 有 


Goo 二 了 ， all 一 个 . 
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再 利用 (2.9) 式 与 (2.8) 的 第 二 式 , 又 有 
a0= VW. go0= TY 


将 上 述 结果 代入 {2.7) 式 ， 即 得 -类 特殊 的 洛 伦 兹 变换 


(Vro + 1), (2.10) 


1 
其 中 Y 为 一 实 常数 , 满足 |V| < ec 而 7 一 -= 了 反之 , 对 任 
/9 


意 满足 |V| <c 的 实 常数 Y (从 而 可 求 得 相应 的 ? 值 ), (2.10) 式 给 出 
一 个 洛 伦 兹 变换 . 

有 了 特殊 形式 的 洛 伦 兹 变换 (2.10), 一 般 的 洛 伦 兹 变换 可 由 下 述 
定理 给 出 . 


定理 2,.1。 任 一 洛 伦 益 变 换 都 是 关于 变量 Z1，Z2，23 (Zo 保持 
不 变 ) 的 正 交 变换 、 形 如 (2.10) 的 变 痪 以 及 反射 变换 (使 某 一 变量 改 
变 符号 的 变换 ) 三 者 的 复合 . 
证 明 设 洛 伦 兹 变换 由 (2.2) 式 给 出 . 
首先 考察 a01, ao2 及 aos 不 全 为 零 的 情况 ， 对 变 基 zi, za 及 zs 
施行 正 交 变换 。 (Zz1, za2, zs)] 一 (2 2, 93), 使 
Q0131 + Qo2T2 + G0373 = QW, (2.11) 


其 中 G 为 一 个 适当 的 非 零 常数 , 这 总 是 可 以 做 到 的 , 再 令 yo = zo. 由 
于 在 正 交 变换 下 ， 7 十 她 十 23 是 不 变量 ， 所 以 变换 


(Zo, 2 72 Ta)] 一 (Yo 1, Ya, Ys) 


是 洛 伦 兹 变换 . 
经 过 上 述 洛 伦 兹 变换 ， (2.2) 式 化 为 


To = Qoo%o + oy, 

1 = Qloyo + buiyy + boy + bisys, 
FB2 = Q20%0 十 boi + pg 十 bag， 
Ts = 030go + baiys + bs2Y2 + basys. 


(2.12) 
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它 仍 是 一 个 洛 伦 兹 变换 ， 此 时 必 有 
czo2 < 80 (2.13) 

事实 上 ， 四 洛 伦 兹 变换 的 定义 ， 有 
可 十 下 + 下 -co 枯 = 只 + 上 + 内 二 好 一 < 网 . (2.14) 


特别 取 而 一 0 此 时 由 (2.12) 的 第 一 式 得 如 = 一 了 .代入 (2.14) 
OD 
式 , 得 


2 CN, 2 2 
TTT 十 
Coo 
当 咀 十 咀 十 姐 > 0 时 , 上 式 右 端 必 为 正 . 奉 则 将 有 五 一 到 = x3 二 0. 
再 注意 到 Zo 二 0, 即 得 妨 二 奶 二 gs 二 0, 而 发 生 巴 着， 因此 必 有 


即 (2.13) 式 成 立 ， 
令 耻 = 一 czayaoo. 由 (2.13) 式 知 |V| < c. 对 于 这 个 给 定 的 了 
值 (从 而 相应 的 7 值 ), 再 施行 形 如 (2.10) 的 洛 伦 兹 变换 


V 
Yo (w 一 En) ， 
于 = Vy tT) (2.15) 


注意 到 (2.15) 的 第 一 式 可 写 为 
yo= 二 (aoot + oa), 
Co00 


将 (2.15) 代入 (2.12) 式 ， 就 得 到 


To = cooyo, 

可 = 1090 十 Cu + C29 + cl383， (2.16) 
T2 一 C2070 十 Cod + cz372 + C23Ys, . 

Fs = caoYo + ca1Th + Ca27s 十 cg373， 
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其 中 coo 二 auo/?. 它 仍 是 -个 将 伦 兹 变换 . 

因此 ,如 果 在 (2.2) 式 中 aul; aoa 与 Qo3 不 全 为 零 , 总 可 以 通过 关 
于 Ph zz 及 :zs 的 正 交 变换 以 及 形 如 (2.10) 的 洛 伦 交 变换， 将 (2.2) 
式 化 为 形 如 (2.16) 的 变换 . 而 如 果 在 (2.2) 式 中 aol = aoz = ava = 0， 
则 变换 (2.2) 已 经 具有 (2.16) 的 形式 . 这 祥 , 我 们 只 需 讨 论 形 如 (2.16) 
的 洛 伦 效 变换 . 

在 (2.16) 式 中 特别 取 而 = 计 及 页 一死 = 殉 一 0 就 有 


一 co， Fl=Cl0, Ta= C0 Ta = C0. 
将 它们 代入 不 变 其 (2.6), 即 得 
Co — eh — eho — ce&, = 2, (2.17) 
由 此 立即 得 到 
cio>1. (2.18) 
另 一 方面 ， 在 (2.16) 式 中 特别 取 50 二 1 及 Zl = 2 = Ts 二 0， 


就 有 0 = 1/coo, 而 五 ,5a, 3s 则 分 别 取 相应 的 值 页. 名, 弘 . 将 它们 
代入 不 变 二 (2.6), 即 得 
2 
站 ~ 2 本 
去 一 名 -总 一 英 = 
Coo 
因此 又 有 
cl. (2.19) 


由 (2.18) 与 (2.19) 式 得 ci 一 1. 于 是 (2.17) 式 给 出 
clo = C20 = c30 = 0. 
这 样 ， 变 换 (2.16) 实际 上 应 具 如 下 形式 ， 


一 土台， 

三 CU 页 十 ci 更 十 cu， 
= 221 页 十 C22 十 C2s¥s, 
= 23 页 + C3292 十 C3sYa. 


由 这 一 将 伦 共 灾 的 竺 下 形 式 可 知 ，5 守 十 残 十 表 是 不 变量 , 即 (2.20) 
的 后 三 式 给 出 的 变换 (yD pe) oR 一 个 正 交 变换 ， 而 


(2.20) 


剖 S | 让 
Qe 总 
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取 负 二 情形 的 (2.20) 的 第 - - 式 则 是 一 个 关于 变量 名 的 反射 定理 证 
毕 . 


利用 上 述 定 理 ， 不 礁 验证 ， 波 动 方程 
二 一 Au=0 (2.21) 


在 洛 伦 北 变 换 下 其 形式 保持 不 变 .反之 可 以 证 明 : 任 一 使 波动 方程 (2.21) 
形式 保持 不 蛮 的 可 道 线性 变换 (2.2), 一 定 是 洛 伦 兹 变换 和 相似 变换 
Ti = Qi (i 二 0,1,2,3) (e 关 0 常数 ) 的 复合 ( 见 [3). 

如 前 所 述 ， 洛 伦 兹 变换 (2.10) 是 惯性 系 玉 (其 上 的 时 空 坐标 为 
(Zo, i, 琴 2, 3)) 相对 于 惯性 系 太 (其 上 的 时 空 坐 标 为 (zo, zl 22, 23)) 
沿 Zi 方向 以 速度 Y 作 勾 速 喜 线 运动 时 ， 它 们 之 问 的 时 空 坐标 变换 . 
为 了 下 面 人 5 的 需要 ， 我 们 进 … 步 考察 惯性 系 玉 相对 于 惯性 系 及 以 
速度 区 作 勺 速 育 线 运动 时 ， 其 时 空 坐标 变换 关系 具有 怎样 的 形式 ”下 

-定理 回答 了 这 一 问题 . 


定理 2.2.。 设 在 某 时 刻 (如 zo 二 0 (t 二 0) 时 ), 惯性 条 扩 与 
五 的 时 空 玲 标 条 重合 ， 然 后 及 以 常 速度 六 二 (Vi, 3, 航 ) 相对 于 下 
作 直线 运动 ， 以 【Zno,21), 72,Z3) 与 (To0,T1. T2, Ta) 分 别 表示 上 与 下 
中 的 时 空 坐 标 ( 见 图 1), 它们 之 间 的 关系 由 如 下 的 洛 伦 意 变换 结 出; 


一 态 公 A 
To = TUzo 一 RT! 一 2 一 EE 


| 
丈 = Vt D(C VV + ) (i = 1,2,3), 
J 
{2.22) 
1 
其 中 二 一 一 一 和 ;六 二 |WV, 而 61j 是 克 罗 内 克 符 号 . 


条 
证 明 ”首先 在 保持 时 间 坐 标 xo 不 变 的 情况 下 ， 对 空间 坐标 系 作 
-个 旋转 变换 ， 使 妨 轴 正 向 与 妈 的 方向 相同 ， 这 一 变换 可 写 为 


$0 = To, 


3 
= oz (i=1,2,3), (2.23) 
j=1 
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其 中 (oo ) 为 正 交 阵 ， 
det(ay) = 1, (2.24) 


且 
Vi 3 Ws 
地. (2.25) 


x 


A 


图 1 


在 参考 系 KK 与 及 中 分 别 作 形 如 (2.23) 的 变换 ， 所 得 的 时 空 从 
标 分 别 记 为 (yo, 急 ,yo,Ys) 及 (加 , 责 ,更 ,页 )， 在 新 的 坐标 系 下 ， 民 
沿 胡 方向 以 速度 相对 于 KK 作 义 速 直线 运动 . 由 (2.10) 与 (2.23) 


式 , 我 们 有 
V 


j=1 


页 =3(-Y +) 


3 
= (a 十 9) ， (2.26) 


了 1 


3 
Fa = Y= G27,, 
j= 
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再 将 (Wo, 术 , 大 ;3) 变换 回 原来 的 时 空 坐标 (Fo, 1, Tz, Ta). 由 相 
应 的 (2.23) 式 ， 并 注意 到 正 交 阵 的 道 阵 为 其 转 署 阵 ， 就 得 到 


3 
= 2 nD 
j=1 
3 
= QnY|—Vzot > QT 
了 1 
3 3 
十 Q5i 2 G2jT3 + Qa 去 GayTy 


= ~yauVzrot+(Yy—1) D> QaiG1j31 十 > Qi RIT 


k=1 
= et ivy +) zx; (i¢=1,2,3). 
(2.27) 
这 里 我 们 利用 了 (2.25) 式 以 及 矩阵 (qj) 的 正 交 性 . 这 就 证 明了 (2.22) 
的 第 二 式 . 


注意 到 FB0 = Yo 及 (2.25) 式 , 由 (2.26) 的 第 一 式 立即 得 到 (2.22) 
的 第 一 式 ， 定 理 证 毕 . 


容易 看 出 ， 当 c 一 oo 时 ,海伦 兹 变换 (2.22) 即 变 成 伽利略 变 效 
(1.1). 
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3.1. 同时 的 相对 性 

在 经 典 的 牛顿 时 空 里 ， 时 间 是 绝对 的 . 牛顿 在 他 的 名 著 《 自 然 哲 
学 的 数学 原理 》 中 兽 写 道 ，“ 绝 对 的 、 真 正 的 和 数学 的 时 间 本 身 ， 就 
其 本 性 而 言 ， 是 不 受 任何 外 在 事物 影响 而 均匀 流逝 的 .” 根 据 这 种 时 间 
观 ， 涪 在 不 同 地 点 发 生 的 两 个 事件 是 同时 发 生 的 ， 至 少 在 理论 上 音义 
是 明 确 的 ， 在 相对 论 里 ,是否 可 以 脱离 参考 条 而 说 发 生 在 不 同 地 点 的 
两 个 事件 是 同时 发 生 的 呢 ? 
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首先 指出 , 对 于 在 某 一 参考 系 中 发 生 于 空间 同一 地 点 的 两 个 事件 ， 
其 时 间 先 后 次 序 (包括 同时 性 ) 在 任何 参考 系 中 都 是 不 变 的 . 这 一 点 由 
洛 伦 兹 变换 式 (2.10) 容易 看 出 ( 亦 见 下 面 的 (3.1) 式 ). 

对 开发 生 在 空间 不 同 地 点 的 两 个 于 件 ， 先 从 一 个 例子 出 发 来 进行 
考察 ， 设 有 一 谢 火 车 以 恒定 的 速度 VV 沿路 轨 行 驶 ， 对 铁路 路 基 来 说 同 
时 发 生 的 两 个 事件 (例如 4, BB 两 处 同时 发 出 的 光 脉 串 ), 对 火车 来 说 
是 否 仍 是 同时 发 生 的 呢 ? 下 面 将 说 明 ， 从 相对 论 的 观点 ， 同 答应 该 是 
否定 的 . 

事实 上 ， 我 们 说 4, B 两 处 发 出 的 光 脉 串 相对 于 路 基 而 言 是 同时 
的 ， 意 味 着 在 4, 召 两 处 发 出 的 光 脉 冲 在 路 基 上 [4, B] 段 的 中 点 肛 
处 相遇 . 设 A, B 两 处 发 光 时 ,正好 分 别 与 火车 上 的 页, 百 两 点 重合 ， 
并 设 有 为 火车 上 [ 亏 , 司 段 的 中 点 ， 当 以 火车 为 参考 系 时 ， 若 这 两 个 
事件 仍 是 同时 发 生 的 ， 则 根据 光速 不 变 原理 ， 4, 如 两 处 发 出 的 光 脉 
仲 应 在 采 处 相遇 . 但 以 路 基 作 参考 系 ， 服 以 速度 V 向 右 运 动 ( 见 图 
2), 迎 向 来 自 如 处 的 光线 因此 ， 发 自 如 处 的 光线 应 先 达到 到 处 ， 
由 于 对 在 某 一 参考 系 中 发 生 于 空间 同一 地 点 的 两 个 岂 件 ， 其 先后 次 序 
在 任何 参考 系 中 都 是 不 变 的 ， 若 以 火车 作为 参考 系 ， 妃 处 的 光 脉 串 的 
发 生 就 先 于 4 处 的 光 脉 冲 ， 两 个 事件 不 是 同时 的 ， 

现在 我 们 用 洛 伦 兹 变换 来 分 析 上 述 现象 . 设 有 两 个 参考 系 玉 及 
瑟 , 及 相对 于 下 沿 zl 方向 以 常 速度 Y 运动 .假定 两 个 事件 入 及 BB 
在 其 中 的 时 空 从 标 分 别 为 (14, 24) 与 (二,x8), 而 在 下 中 的 时 空 晓 
标 分 别 为 (了 5,z4) 与 (3, 殖 5). 因为 运动 沿 zi 方向 进行 ， 为 叙述 得 
单 起 见 ， 这 儿 我 们 省 略 了 另外 两 个 空间 坐标 rz，zs; 而 将 51 记 为 x. 
巾 洛 伦 兹 变换 (2.10), 有 


1 = 了 他 一 Ge) ， 


因此 , 
-17 (Bt 2)). (31) 


蔡 4, 召 这 两 个 事件 在 玉 中 是 同时 的 ， 即 友 = 二 ,就 有 


6B 7A V 
tyr 0). (3.2) 
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设 六 > 0. 由 上 式 可 见 ,着 z8 > 24, 则 < 型， 十 是 对 下 系 来 
说 ,下 件 B 发 生 在 先 ， 事件 和 4 在 后 ; 若 z2 < xz4, 则 玫 < 瑟 ,对 下 
系 来 说 ,事件 和 4 发 生 在 先 ， 事件 B 在 后 . 这 和 前 面 对 火 车 这 一 例子 的 
分 析 是 一 致 的 . 


一 一 ~ 
本 3 B 
火车 
. 
4 M 如 路 基 


由 上 述 分 析 可 以 看 出， 对 不 同 的 参考 系 没有 共同 的 时 间 ， 两 个 事 
件 的 同时 性 没有 绝对 的 意义 ， 这 说 明 ， 对 一 个 惯 仁 系 来 说 发 生 在 不 同 
地 点 的 两 个 事件 县 然 是 同时 发 生 的 ， 而 对 号 -个 惯性 杀 来 说 ,这 两 个 
要 件 却 往往 不 是 同时 发 生 的 ， 这 就 是 同时 的 相对 性 ， 它 是 爱 因 斯 坦 的 
时 间 观 和 时 空 理论 的 基础 . 

进一步 我 们 要 问 ， 是否 会 出 现 如 下 现象 , 在 惯性 系 及 中 ,事件 4 
先 十 召 发 生 ， 而 在 另 一 惯性 系 玉 中 ， 事 件 BB 却 先 于 4 发 生 呢 ? 如 
打 回 答 是 肯定 的 ， 堵 么 是 否 会 发 生 因果 颠倒 的 现象 呢 ? 

下 面 我 们 证 明 ， 如果 两 个 事件 有 因果 关系 ， 即 一 个 事件 匙 另 一 个 
事件 的 结果 ， 那 么 它们 之 间 的 先后 次 序 是 不 容颜 倒 的 ， 仍 用 洛 伦 效 变 
换 来 讨论 这 一 问题 ， 在 (3.1) 式 中 , 设 大 < 翅 , 即 在 KK 系 中 ,事件 
所 先 FB 发生， 那么 成 立 并 > 开 , 即 在 下 系 中 事件 如 先 于 4 发 
生 的 充 要 条 件 是 


旨 一 给 < 瑟 (pz (3.3) 

即 B A 
> (3.4) 
假定 所 有 物质 、 作 用 或 影响 的 传输 率 度 部 不 超过 光速 ¢ (参见 本 节 


第 5 段 ), 那么 对 于 具有 因果 关系 的 两 个 事件 4 与 如 必 有 
BE pA 
证 二 村 


&c. (3.5) 
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此 外 , 还 有 
Vige. 
所 以 (3.4) 式 不 可 能 成 立 . 
上 述 结果 可 以 利用 光 锥 的 概念 更 清楚 地 表示 出 来 对 于 一 个 事件 
(44, 24), 利用 条 件 (3.5) 可 以 看 出 ， 可 能 与 该 事件 有 因果 关系 的 事件 
(EZ) 用 下 式 给 出 : 


(z 一 z4)2 — c(t tg0. (3.6) 
它 所 确定 的 区 域 是 {t,x) 平面 上 由 波动 方程 
lp Ou 


CO Gri 
的 过 (给 ,z4) 点 的 两 条 特征 线 


x x= tet — t) (3.7) 


所 夹 的 区 域 ( 见 图 3 阴影 部 分 ). 区 域 工 内 部 的 点 所 表示 的 事件 肯定 比 
点 (4,z4) 表示 的 事件 时 ,可 以 成 为 事件 (t4, rz4) 的 因 ; 而 区 域 工 内 
部 的 点 所 表示 的 事件 则 肯定 比 (14, z4) 表示 的 事件 晚 ， 可 以 成 为 事件 
(t4,z4) 的 果 , 至 于 阴影 区 域 之 外 的 点 所 表示 的 事件 则 与 事件 (14, z4) 
没有 因果 关系 ， 它 与 事件 (t4, x4) 的 时 间 次 序 只 有 相对 的 意义 ， 在 从 
一 个 惯性 系 变换 到 另 一 个 惯性 系 时 ， 时 间 次 序 可 能 颠倒 ， 


| < 
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在 三 维 室 间 中 , 给 定 一 个 由 时 空 坐标 (14, 2 鱼 ,7 各 ,ZY 刍 ) 表示 的 事件 
44, 波动 方程 (2.21) 过 该 点 的 特征 锥 面 为 ( 见 [1]) 


(zi 一 2 二 (一 2 二 (73 一 ct 一 弘一 0 (3.8) 


它 所 围 的 区 域 1 与 了 { 见 图 4 中 的 点 分 别 对 应 于 发 生 在 事件 4 之 前 
与 之 后 的 事件 ， 即 可 以 成 为 其 因 与 果 的 事件 .特征 锥 (3.8) 称 为 光 锥 . 


人 


2 贡 


3.2， 运动 时 间 的 膨胀 

经 典 物理 中 时 间 的 绝对 性 ， 即 两 个 事件 的 时 间 间 隔 与 参考 系 的 运 
动 状态 无 关 ， 是 导出 伽利略 变换 的 依据 之 一 、 上 纂 讨论 的 同时 的 相对 
性 说 明 , 按 相对 论 的 时 空 观 , 不 存在 脱离 参考 系 的 绝对 时 间 ， 下面 进 一 
步 讨 论 运动 对 时 间 (间隔 ) 的 影响 . 

考虑 一 个 物理 过 程 , 例如 最 体 的 弹性 振动 , 设 蝇 体 静止 时 其 振动 周 
期 为 也 ,我 们 来 考察 卓 体 的 运动 对 其 振动 周期 的 影响 ， 设 上 晶体 相对 于 
惯性 系 玫 以 常 速度 沿 zl1 ( 记 为 z) 方向 运动 ， 面 相对 于 惯性 系 下 
静止 , 即 下 为 随 唱 体 运动 的 参考 系 . 又 设 晶 体 相 邻 两 次 振幅 达到 最 大 
值 的 事件 在 玉 系 中 的 时 空 全 祷 分 别 为 (ta,74) 与 {tB, rB)， 而 在 下 
系 中 分 别 为 (5 , 54) 与 《23,3). 因为 卓 体 相对 于 瑟 系 是 静止 的 ， 
故 4 一 也 9, 由 洛 伦 兹 变换 (2.10) 中 的 第 一 、 二 两 式 可 解 得 


t= (+ 2 可 、 {3.9) 


这 也 可 由 KK 系 相 对 十 及 系 沿 zi 方向 以 速度 一 VV 运动 而 得 . 由 (3.9) 


178 第 儿童 ”狭义 相对 沦 和 相对 沦 流体 力学 


式 ， 我 们 有 


i = (P+ Se). 
随 式 相 减 ， 并 注意 到 了 4 二 充 3, 就 得 到 
1 t= 1). (3.10) 
因为 晶体 在 惯性 系 五 中 静止 ， 所 以 下 -了 4 = 也 于 是 晶体 以 速度 
VY 运动 时 的 振动 周期 ， 即 在 惯性 系 KK 中 测 得 的 晶体 的 振动 周期 为 
T=18 -t= nD. (3.11) 


因为 Y > 1, 上 式 说 明 晶体 运动 时 的 振动 周期 比 静 止 时 延长 了 . 

对 上 任意 两 个 事件 之 间 的 时 间 间 隔 都 有 类 似 的 结果 ， 运 动物 体 时 
间 的 膨胀 , 或 者 通俗 地 说 , 运动 的 时 钟 变 慢 ， 是 一 切 发 生 在 运动 物体 上 
的 物理 过 程 所 具有 的 一 种 基本 的 时 空 属性 ， 它 在 基本 粒子 物理 中 已 得 
到 了 大 基 实 验 的 证 明 . 


3.3. 杆 长 沿 运动 方向 的 收编 

经 典 的 牛顿 时 空 观 的 另 一 重要 根据 是 刚体 上 两 点 间 的 距离 ， 即 村 
长 , 不随 刚体 的 运动 状态 而 改变 ,也 不 依赖 于 参考 系 的 选取 , 这 也 是 导 
出 俩 利 略 变换 的 一 个 基本 依据 ,在 相对 论 中 ,这 一 结论 是 否 仍然 成 立 
呢 ? 

设 有 一 刚性 的 杆 ， 静 止 时 其 长 度 为 如， 设 该 杆 沿 其 长 度 方向 相 询 
于 惯性 系 五 以 常 速度 V 作 直线 运动 ,而 下 为 随 杆 运 动 的 参考 系 ， 中 
杆 相对 于 参考 系 下 是 静止 的 ， 现 考察 在 惯性 系 与 K 中 测 得 的 杆 
的 长 度 是 否 具有 同一 数值 ， 

不 妨 设 杆 的 方向 ， 即 它 相对 于 K 系 运动 的 方向 为 z1 ( 记 为 z) 轴 
方向 , 假定 在 五 系 中 十 同一 时 刻 测 得 杆 的 两 个 端点 的 时 空 坐标 分 别 
为 (t,z4) 与 (#,23). 这 样 ， 在 KK 系 中 杆 的 长 度 为 


l=23— zh. (3.12) 


现在 在 系 下 中 进行 考察 . . 设 上 述 测量 村 的 两 个 端点 所 对 应 的 事件 
在 下 中 的 时 空 坐 标 分 别 为 (8474) 与 ( 语 , zB)、 由 同时 的 相对 性 ， 
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在 玉 系 中 ,这 两 个 事件 不 - - 定 是 同时 的 , 即 E = 到 不 一 定 成 立 ; 但 
杆 在 玉 系 中 是 静止 的， 应 成 立 
一 一 (3.13) 
向 洛 伦 兹 变换 (2.10) 的 第 二 式 得 
Ey Vt rd) 


及 
有 8 = (一 Tt 上 ZE)， 
从 而 


TE Fm yes £4). 
注意 到 (3.12) 与 (3.13) 式 , 就 有 
1= Yih. (3.14) 


这 说 明 ， 当 杆 沿 其 长 度 方向 运动 时 ， 其 长 度 缩短 为 其 静止 长 度 的 
(< 1) 倍 . 如 时 村 不 县治 其 次 动 方向 放置， 间 祥 地 ， 杆 在 运动 方向 上 的 
长 度 缩短 为 静止 时 的 了 倍 . 特别 地 ， 若 杆 仍 沿 71 轴 方 向 放置 ， 而 其 
运动 方向 沿 着 72 轴 或 73 轴 ， 由 党 伦 兹 变换 (2.10) 易 见 ， 杆 的 长 度 没 
有 收缩 (但 巾 粗 变 细 .这样 ， 沿 运动 方向 长 度 的 收缩 ， 或 通俗 地 说 ， 
运动 的 尺 变 短 ， 也 是 一 种 基本 的 时 空 属性 ， 


3.4. 闵可夫 斯 基 (H. Minkowski) 四 维 时 空 

1907 年 ， 爱 因 斯 坦 在 苏黎世 瑞士 联邦 工业 大 学 时 的 老师 、 著 名 数 
学 家 闵可夫 斯 基 开始 作 关 十 相对 论 的 学 术 报告 .他 认为 “ 爱 因 斯 坦 的 
深刻 理论 的 数学 表达 方式 是 粗糙 的 ”并 发 展 了 一 -种 张 量 形式 的 狭义 相 
对 论 ， 岗 可 夫 斯 基 的 理论 形式 ， 为 爱 因 斯 坦 后 来 从 狭义 相对 论 发 展 到 
广义 相对 论 ， 创 造 了 有 力 的 工具 . 这 里 先 简单 介绍 闵可夫 斯 基 四 维 时 
空 的 基本 概念 ， 在 下 -节理 进行 比较 深入 的 讨论 ， 

洛 伦 兹 变换 是 四 维 实 向 晤 空间 中 的 线性 变换 ， 在 这 个 实 向 量 空间 
中 ， 对 其 元 素 了 二 (zo, Ti,%2, 3) 及 3 一 (如; 轨 , 纺 .Y3) 按 如 下 法 则 
定义 内 积 : 


《人 从 = Croyo Tih To — Tays, (3.15) 
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就 得 到 闵可夫 斯 基 四 维 时 空 , 记 为 MI. ， 
需要 指出 的 是 ， 由 (3.15) 式 定义 的 闵可夫 斯 基 四 维 时 空 M 中 的 
内 积 《.,-), 不 满足 通常 内 积 所 具有 的 正 性 条 件 ， 即 二 次 型 (z,Z) 不 是 
正定 的 . 
闵可夫 斯 基 四 维 时 空 M 中 的 元 素 (点 ) 称 为 事件 ， 设 = 
{zo 21, TZ2; TZ3),，Y 二 (yo, 如 ;YY3) E HM 为 两 个 事件 ， 定 义 它 们 之 
间 的 闵可夫 斯 基 距 离 为 


3 
r= Vy -2 -2) = (yo — ro ~ Dy — zi)2. {3.16) 
i=1 
当然 这 个 距离 并 不 总 取 实 值 . 由 洛 伦 兹 变换 的 定义 知道 : 闵可夫 斯 基 四 
维 时 空中 任意 两 个 事件 的 闵可夫 斯 基 距 离 是 党 伦 兹 变换 下 的 不 变 二 . 
此 外 ， 从 前 面 关于 两 个 事件 因果 性 的 分 析 还 可 看 出 ， 在 闵可夫 斯 基 四 
维 时 空中 ， 当 且 仅 当 两 个 事件 的 阅 可 夫 斯 基 距 离 为 实 值 时 ， 这 两 个 事 
件 之 间 才 有 因果 关系 . 

为 了 方便 起 见 ， 在 下 文中 以 大 写 拉丁 字母 表示 事件 . 
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定理 3.1. 设 4， 召 及 C 为 阅 可 夫 斯 基 四 维 时 空 JM 中 两 两 之 
间 有 因果 关系 的 三 个 事件 (如 图 5 所 示 )， 则 成 羡 


TACSTAB + TBc', (3.17) 


其 中 TAB 表示 事件 各 与 忆 之 问 的 阅 可 夫 斯 基 距 离 等 . 


定型 3.1 的 证 明 是 常规 的 ， 作 为 练习 留 给 读者 、 

这 一 定理 说 明 ; 在 闵可夫 斯 基站 维 时 空中 ,会 出 现 三 角形 两 边 长 
订 之 和 不 超过 第 三 边 的 长 度 ， {3.17) 式 也 称 为 渤 三 角形 不 等 式 . 

下 面 讨论 闵可夫 斯 基 距 离 的 物理 意义 ， 设 JM 中 有 两 个 事件 4 及 
B, 县 BB 是 4 的 果 . 为 简单 起 见 , 设 4 与 B 的 时 空 垒 标 分 别 为 
(0,0,0,0) 与 (tz1,z2,Z3). 这 样 ， A,，B 之 问 的 闵可夫 斯 基 虑 离 为 


TAB = CTAB, {3.18) 


TAB —t 1 (2). (3.19) 


3 
在 所 取 的 参考 系 下 ， 为 事件 4 与 B 之 间 的 时 间 差 ，\| > 吕 为 4 
i=1 


与 如 之 间 的 空间 距离 (这 里 及 下 面 ， 在 不 至 于 引起 混淆 的 情况 下 ， 我 
们 用 同一 字母 描述 事件 及 其 相应 的 空间 点 ). 于 是 ， 如 果 有 粒子 从 时 刻 
0 开始 ， 以 速度 


] 


V= 


由 点 委 出 发 沿 AB 方向 作 匀 速 直 线 运动 ， 那 么 在 时 刻 t 该 粒子 到 达 
如 点 ， 此 时 ， (3.19) 式 可 以 写 为 


Tas =t1/1— OO). (3.21) 


由 (3.10) 式 并 注意 到 其 中 7 之 定义 ,可 知 上 式 给 出 的 rap 俗 是 以 运 
动 粒子 为 参考 系 时 ， 由 点 4 到 达 点 B 所 化 费 的 时 间 . 


(3.20) 
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定理 3.1 及 闵可夫 斯 基 距 亢 的 物理 意义 可 用 来 解释 所 谓 双 生子 “ 伴 
刻 ": - -对 挛 生 多 第 中 ， 四 食 在 地 球 上 ， 乙 滋 火 稍 以 接近 光速 的 速度 飞 
行 到 其 它 星 球 , 然后 返回 地 球 . 这 时 ， 人 们 发 现 乙 比 留 在 地 球 上 的 挛 生 
兄 第 甲 要 年 轻 放 多. 

事实 上 , 没 在 表示 乙 从 地 球 市 发 这 一 捉 件 , 而 乙 溢 速 度 为 V (> 0) 
的 火箭 到 达 另 一 星球 这 一 事件 则 记 为 B. 然后 乙 仍 乘 这 一 火箭 以 速度 
六 返回 地 球 ， 这 - -邮件 记 为 C, 在 地 球 上 的 人 { 甲 ) 看 来 ,这 次 星际 旅 
行 花费 的 时 间 为 rac; 而 在 乙 看 来 ( 即 以 他 自身 为 参考 系 ), 这 次 旅行 花 
费 的 时 间 为 TapB 十 TBC. 由 定理 3.1 知 


TACSTAB 十 TBC， 
且 容 易 验证 ， 此 时 上 上 式 成 立 严格 的 不 等 号 .实际 上 应 成 立 


Tac = (TAB + TBC), (3.22) 


1 
其 中 Y= TT (见习 题 ?), 这 就 说 明了 双生 子 “ 伴 雇 ” 的 正 
1- (3) 
确 性 . 


双生 于 “ 伴 诬 ”是 爱 因 斯 坦 二 1905 年 在 一 篇 论文 中 提出 来 的 ， 对 
此 一 直 有 着 激烈 的 争论 . 持 不 同意 见 的 人 认为 : 乙 相对 士 甲 运 动 , 根据 
运动 的 相对 性 , 那么 甲 也 相对 十 乙 运 动 ， 从 而 不 能 得 出 上 述 的 结论 . 但 
实际 上 , 乙 离 开 地 球 进行 星际 旅行 后 再 返回 , 这 必须 作 加 速 运 动 ， 所 以 
甲乙 之 间 的 地 位 是 不 对 称 的 . 

直到 1966 年 ， 有 人 在 实验 室 里 用 j 子 进行 了 双生 于 旅行 实验 : 
使 子 从 一 个 直径 为 14 米 的 贺 环 上 的 某 点 出 发 ， 沿 圆 轨道 再 回 到 出 
发 点 .实验 结果 表明 ,旅行 的 A 子 确 比 未 经 旅行 的 4 子 年 轻 ， 如 果 有 
朝 一 日 , 人 类 能 制造 出 速度 接近 光速 的 运载 工具 ,那么 “山中 方 数 日 ， 
世上 已 于 年 ”这 一 幻想 就 将 变 为 现实 了 . 


3.5. 任何 传输 速度 均 不 能 超过 真空 中 的 光速 

洛 伦 兹 变换 可 视 为 两 个 惯性 系 之 癌 的 时 空 坐标 转换 的 关系 式 , 由 于 
时 空 坐标 均 为 实数 , 洛 伦 兹 变换 的 系数 也 必须 为 实数 ,这 就 要 求 |7| < c. 
这 说 明 惯性 系 之 间 的 相对 速度 不 能 超过 光速 c、 鉴 士 参考 系 选 取 的 任 
意 性 ， 就 得 到 任何 物体 的 运动 速度 以 及 信和 号 的 传播 速度 等 等 均 不 能 超 
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过 光速 c. 如 83.1 中 所 述 ， 这 保证 了 两 个 事件 之 间 的 因果 关系 不 会 颠 
倒 


任何 速度 均 不 能 超过 光速 , 是 狭义 相对 论 的 基本 结论 之 一 . 因此 ， 
如 果 找 到 超 光 速 事 件 , 就 是 对 狭义 相对 论 的 否定 . 自 狭义 相对 论 建立 以 
来 ,就 不 断 有 人 力图 寻找 超 光 速 事件 ,而 且 出 现 过 一 些 止 面 的 报道 . 然 
而 ， 直 至 目前 为 止 ， 还 没有 一 个 超 光 速 事件 为 科学 界 所 确认 . 


§4. 相对 论 动力 学 


在 1 中 我 们 说 过 ， 经典 力学 方程 在 伽利略 变换 下 保持 不 变 ， 那么 
在 洛 伦 兹 变换 下 情况 如 何 呢 ? 例如 ， 和 牛顿 方程 


是 舍 具 有 洛 伦 兹 不 变性 呢 ? 我 们 不 必 直 接 考 察 上 述 方程 在 党 伦 兹 变换 
下 的 变化 情况 ， 而 只 需 对 其 作 一 些 直 观 上 的 分 析 ， 就 可 得 到 有 关 的 结 
论 . 事实 上 ,由 和牛 邮 方 程 ,物体 的 加 速度 正比 二 外 力 ， 于 是 ， 在 一 个 异 
力 的 作用 下 ,其 运动 速度 会 直线 增加 ， 并 最 终 超过 光速 c. 这 是 相对 论 
所 不 允许 的 .这 说 明和 牛顿 方程 不 可 能 具有 洛 伦 兹 不 变性 . 

为 了 建立 相对 论 动力 学 方程 ,应 要 求 它们 至 少 满足 以 下 两 方面 的 
条 件 ， 该 方程 的 形式 具有 洛 伦 兹 变换 下 的 不 变性 ， 且 当 物体 运 动 速 度 
远 小 于 光速 c 时 ， 该 方程 应 与 经 典 力学 方程 一 致 .后 一 要 求 的 提出 ， 
是 因为 在 低速 运动 情况 下 ,各 种 实验 与 日 常 经 验 已 经 充分 证 明了 经 典 
力学 方程 的 正确 性 , 这 就 是 说 , 要 在 经 典 力学 方程 的 基础 上 , 将 其 改造 
成 满足 洛 伦 兹 变换 下 为 不 变 的 相对 论 力学 方程 ,为 此 目的 ， 所 讨论 的 
物理 是 应 该 是 闵可夫 斯 基 四 维 时 空 M 中 关于 洛 伦 兹 变换 的 标量 、 向 
基 以 及 张 量 , 


生 .1. 闵可夫 斯 基 四 维 时 空中 的 张 量 

与 欧 氏 空间 中 的 第 卡 儿 张 景 ( 见 附录 -一 ) 不 同 ， 阅 可 夫 斯 基 四 维 时 
空 MM 中 的 张 其 有 递 变 、 协 变 以 及 混合 之 分 , 读者 可 参看 附录 三 . 尽管 
使 用 上 述 张 基 会 在 下 文 讨论 相对 论 流体 力学 时 带 来 方便 ， 但 为 了 不 过 
多 地 涉及 张 基 方面 的 内 容 ， 这 多 我 们 只 介绍 道 变 张 其 . 

为 讨论 方便 起 见 ， 如 同一 般 的 相对 论文 献 中 那 璋 ， 记 


=z (i=1,2,3) (4.1) 
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(对 照 肌 中 之 记号 zo 二 + 及 zi (i 二 1,2,3), 有 20 一 cxo). 这 样 ， 
对 了 一 (2 一人) E MM, 其 内 积 定义 (参见 
(3.15) 式 ) 为 


(TN) = 2 2 2 ry (4.2) 
或 

(5,Y) = gapz "5, (4.3) 

其 中 

1 
-1 
(ga8) = 了 ， (4.4) 
1 


而 笼 阵 中 未 写 出 的 元 素 均 为 零 (如 下 均 如 此 约定 ), 且 采 用 了 爱 因 斯 坦 
的 约定 : 字母 相同 的 上 、 下 指标 表示 求 和 ,这儿 及 今后 ,约定 希腊 字母 
QD，.… 等 的 求 和 为 从 0 到 3, 而 对 拉丁 字母 $7，.…… 等 的 求 和 为 从 
1 到 3. 

设 zy EM, 且 (x, 雏 二 0, 则 称 Z 与 9 是正 交 的 . 若 z EM， 
且 《zzZ) 一 士 1, 则 称 工 为 M 中 的 单位 向 量 . 

假设 二 是 一 个 从 于 到 M 的 线性 变换 . 如 果 在 该 变换 下 ，JM 中 
任意 两 个 元 素 的 内 积 保持 不 变 ， 即 成 立 


(Lo, Ly) = (5, Vey € M, (4.5) 


则 称 线性 变换 工 为 闵可夫 斯 基 时 空 2 中 的 正 交 变换 . 

由 洛 伦 兹 变换 的 定义 立即 可 以 看 出 , 阅 可 夫 斯 基 时 空 M 中 的 止 
交 变 换 -… 定 是 洛 伦 兹 变换, 反之 , 亦 不 难 证 明 : 洛 伦 慈 变换 必 为 M 中 
的 正 交 变换 (见习 题 3). 因此 ， /M4 中 的 内 积 在 洛 伦 兹 变换 下 具有 不 变 
性 . 

设 线性 变换 工 由 矩阵 4 二 (a) 给 出 : 


(zj =agz8 (a=0,...,3), (4.6) 


其 中 (Lz)* 表示 Lz 的 第 a 个 分 量 . 由 正 交 变换 的 定义 (4.5), 并 利 
用 (4.3) 式 ,容易 验证 上 为 正 交 变换 的 充分 必要 条 件 为 其 相应 的 矩阵 
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全 满足 
1 1 
r 一 ! 一 1 
A 1 A= 1 ， (4.7) 
-1 一 1 
(见习 题 4 
设 {eo,e1,e2,e3} 为 M 中 的 一 组 标准 正 交 基 ， 即 成 立 
{em ep) = gop (0,P = 0……3)， (4.8) 
其 中 gaa 由 (4.4) 式 给 出 . 对 24 中 的 正 交 变换 瑟 , 记 
Ea = Lea (a=0,...,3). (4.9) 


显然 ，{E0, 召 , 如 ,23} 也 是 MM 中 的 一 组 标准 正 交 基 . 实际 上 ， 正 如 在 
欧 氏 空间 中 那样 ， 容 易 证 明 : 对 于 任意 两 组 标准 正 交 基 {eo0, e1, e2, e3} 
与 {E,, 召 ,52,53}, 一 定 存在 正 交 变换 了 使 (4.9) 式 成 立 . 

假定 在 M 中 两 组 标准 正 交 基 {eo, el, ea, es} 与 {60, 可 ,2, 23} 
之 间 的 关系 由 下 式 给 出: 


ea=aleg (a=0,...,3) (4.10) 


(比较 附录 一 中 的 (3) 式 ). 将 JM 中 的 一 个 元 素 > 用 上 述 两 组 标准 正 
交 基 表 示 ， 分 别 记 为 


T= Zea (4.11) 
与 

1 = TEg. (4.12) 
特 (4.10) 式 代 入 《4.11) 式 右 端 ， 并 与 (4.12) 式 相 比 较 ， 立 即 得 到 


T=aszr (B=0,...,3) (4.13) 


(比较 附录 一 中 的 《5) 式 ). 


定义 4.1， 车 在 闵可夫 斯 基 时 窑 M 中 的 标准 正 交 基 enet 
Ez2,E3} 下 ， 一 个 量 由 四 个 实数 (29, 21, 22,23) 表示 ， 且 在 标准 正 交 基 
的 变换 (4.10) 下 , 这 些 分 量 按 (4.13) 式 进 行 转 接 ， 就 称 此 旺 为 闵可夫 
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斯 基 时 空 A 中 的 ( 送 变 ) 向 量 ， 简 称 四 维 ( 北 变 ] 向 量 ， 著 一 个 量 已 
在 A 的 标准 正 交 基 下 由 16 个 分 量 pe (oa 日 = 0.1.2.3) 表示 ， 且 
在 标准 正 交 基 的 变换 (4.10) 下 ， 这 些 分 量 校 以 下 规律 


Ze 一 asagp (oa.8=0.....8) (4.14) 


转换 为 标准 正 交 基 {E0. Fi BE2, 机 } 下 的 106 个 旦 P9 (Q,6 = 0,.……,3)， 
就 称 已 为 阅 可 夫 斯 基 时 空 2 中 的 二 阶 ( 送 变 ) 张 量 ， 简 称 四 维 二 阶 
(过 变 ) 张 量 . 

至 十 岗 可 夫 斯 基 时 空 W 中 的 标量 (简称 四 维 标 景 ), 则 是 不 随 4 
中 标准 正 交 基 的 转换 而 改变 的 晤 . 


4.2. 四 维 速度 与 四 维 能 量 一 动量 向 量 

六 可 夫 斯 基 四 维 时 空 4 中 的 点 砍 为 事件 ，-- 个 粒子 的 历史 ， 在 
jM 中 表示 为 事件 的 -个 连续 序 列 ， 称 为 此 粒子 的 世界 线 ， 设 . -个 
粒子 的 世界 线 上 的 事件 在 惯性 系 KK 与 下 (分 别 相应 于 标准 正 交 基 
{eo elea, cs】 与 {E0,51, ,而 }) 中 的 时 空 坐标 分 别 为 (0, zl 2, 
0) 与 (20, ZI, 到?, 3), 则 由 (4.13) 式 应 有 


dr" = a$dr’ (a =0,....3). {4.15) 


因此 ， dz = (dz?,dz1, dz2,dz3) 为 A 中 的 ( 逆 变 ) 向 基 ， 但 由 于 时 
d. 
间 上 的 微分 dt 不 是 四 维 标量 ， 辟 并 不 是 四维 ( 道 变 ) 向 量 ， 它 自然 
不 能 作为 四 维 速 度 . 
由 (4.15) 式 ， 并 注意 到 JM 中 的 内 积存 洛 伦 兹 变换 下 的 不 变性 ， 
就 有 


3 
(dra)? — Dy (dz = (dzo)2 一 Per) {4.16) 
i=1 
设 粒 子 相对 于 参考 系 及 与 五 的 运动 速度 大 小 分 别 为 与 D 由于 
El (dx? 与 Sar’) ”分别 为 在 KK 与 天 中 观测 到 的 粒子 在 时 间 阿 


?= 


-1 
隔 ‘ar dz 内 运动 距离 的 平方 ， 应 有 
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这 样 ， (4.16) 式 可 改写 为 
{dx°)? ~ (vdt)? = (dao)? - (di)?. 


注意 到 19 二 中 及 79 咯 上 式 给 出 
VAN2 TN 
-人 d=y1- (2) di. (4.17) 


2 
dr= ii- 人 dt. (4.18) 
由 (4.17) 式 ， dr 为 四 维 标量 ， 称 为 加 有 时 间 间 卫 ， 
以 JM4 中 的 标量 dr 除 四 维 ( 道 变 ) 向 其 dz, 仍 得 一 个 四 维 ( 逆 变 } 
向 最 了， 称 为 四 维 束 度 ,并 记 为 


dz0 dzl dx? dz3 
0 12 3 {dr dr dr dz 
(和 ,各 ,各 时). (4.19) 
注意 到 dr 的 定义 (4.18) 式 , 有 
(2 = Ye v1, v2, 03), (4.20) 
其 中 = 一 一 一 ,wv 二 | 而 
C 
dzl dx? dz3 
oi {dr dr dz 
(人 (4.21) 


为 普通 意义 下 的 速度 . 注意 , 这 里 是 粒子 运动 速度 ,而 不 是 下 参考 
系 相对 于 五 参考 系 的 运动 速度 . 因此， (4.20) 中 的 7 与 前 述 洛 伦 兹 
变换 中 的 Y 在 意义 上 是 不 相同 的 . 

类 似 地 ， 可 定义 


( 竺 du du? 坚 ) 


Er (422) 
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为 四 维 加 速度 . 

以 mo 表示 粒子 在 静止 时 的 质量 ， 称 为 静止 质量 . 可 合理 地 认为 
粒子 的 静止 质 基 mo 为 一 个 四维 标 量 ， 它 与 虽 维 速度 的 丧 积 也 是 一 个 
四 维 ( 逆 变 ) 向 量 ， 称 其 为 四 维 动量 , 记 为 (p?,p1, 22,D3), 即 


(0 下) = mo aa2 aa) (4.23) 


以 二 (2 ,223) 表示 四 维 动 苦 的 空间 分 址 . 由 (4.20) 式 ， 有 


P= mov, (4.24) 


其 中 

m= Ymo (4.25) 
称 为 粒子 的 惯性 质量 . 需要 注意 的 是 , 惯性 质 景 m 并 不 是 洛 伦 效 变换 
下 的 不 变量 ， 即 不 是 一 个 四 维 标 芋 . 

现 考察 四 维 动 其 的 时 间 分 其 PP 由 (4.23) 、 (4.20) 与 (4.25) 
式 , 有 

p= -BE, (4.26) 


其 中 
E=me (4.27) 


称 为 粒子 的 总 能 量 ， 
这 样 ， 四 维 动量 可 以 写 为 


1 
(P,P 22 29) = (ep) . {4.28) 


它 既 给 出 了 粒子 的 动量 p, 又 给 出 了 粒子 的 总 能 其 忆 . 因此 ， 四维 动 基 
又 称 为 四 维 能 量 一 动量 向 量 . 

对 任 一 个 四 维 ( 道 变 ) 向 量 ， 其 时 间 分 量 的 平方 和 减 去 空间 分 量 的 
平方 是 一 个 四 维 标量 ， 特 别 地 ， 对 四 维 速度 ， 由 (4.20) 式 有 


(人 一 (02 一 (3)2 = 2 (4.29) 
再 由 四 维 动 基 的 定义 ， 得 


CO 
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此 中 


Eo = roc2 (4.31) 


称 为 粒子 的 静止 能 节 , 它 是 一 个 2M 中 的 标 址 ， 注意 到 p? 的 表达 式 
(4.26), (4.30) 式 给 出 


到 -op = E?. (4.32) 


这 说 明 ， 粒 子 总 能 量 的 平方 与 动 其 平方 ( 乘 以 c? 以 使 其 其 纲 -- 致 ) 之 
差 是 一 个 3M 中 的 标 基 ， 且 等 于 静止 能 量 的 平方 一 2p? 称 为 
能 量 一 动量 不 变量 , 而 (4.32) 式 则 称 为 能 是 一 动量 公式 . 

爱 因 斯 坦 的 质 - 能 等 价 关系 式 (4.27) 是 狭义 相对 论 中 最 重要 的 公 
式 之 一 (这 -结果 发 表 在 其 1905 年 关于 狭义 相对 论 的 第 二 篇 论文 中 ). 
它 说 明 ,一 定 的 质 起 就 代表 一 定 的 能 景 ， 即使 -个 处 于 静止 状态 的 物 
体 ， 由 于 有 静止 质 其 mo, 旦 由 于 c 是 - -个 很 大 的 基 ， 其 静止 能 量 西 
的 大 小 也 是 很 惊人 的 ,例如 1 干 克 物质 的 静止 能 其 就 大 约 相当 于 功率 
为 100 万 干 瓦 的 发 电站 三 年 的 发 电量 . 爱 因 斯 坦 质 - 能 关系 式 已 为 大 
其 实验 事实 所 证 明 ， 并 对 后 来 发 展 的 原子 弹 及 原子 能 工业 起 了 重要 的 
指导 作用 . 


4.3. 动量 与 能 量 守恒 定律 
将 粒子 的 四 维 动 最 (pn, p!,p?, pF) 对 固有 时 间 7 取 导 数 ， 即 得 一 
个 四 维 ( 逆 变 ) 向 量 ， 称 为 四 维 力 ， 并 记 为 (90, 91, 92, 93) 


3 dp0 dp! dp? dz 
0 70102 3 , 
oo ( 旦 旦 于 . (4.33) 


四 维 力 也 称 为 闵可夫 斯 基 力 . 


四 维 力 的 空间 分 贡 为 
:pd 1, , 
9 (2,3), (4.34) 

其 中 二 位 一 1,2,3) 为 普通 意义 下 力 的 分 量 ， 记 为 /* (i = 1,2,3); 


而 普通 力 向 量 为 
f= 所有 = 时 (4.35) 
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能 注意 ， 普 通力 了 并 不 是 四 维 力 的 空间 分 量 . 
由 {4.28) 式 ， 四 维 力 的 时 间 分 量 为 


0 dP Yd (4.36) 
dr cd 
将 (4.32) 式 两 端 关 二 + 求 导 ， 并 注意 到 二 0, 就 得 到 
EE = dp 4 
Ba ep. Er (4.37) 
再 利用 (4.24) 及 (4.27) 式 ， 并 注意 到 (4.35) 式 , 得 
dE 
可 ?下 (4.38) 


E 
这 说 明 ， 粒 子 总 能 其 的 变化 率 写 等 于 作用 在 粒子 上 的 普通 力 的 功率 
-于 这 是 为 什么 称 忆 = me? 为 粒子 的 总 能 革 的 理由 . 由 (4.38) 式 ， 
四 维 力 的 时 间 分 量 的 表达 式 (4.36) 又 可 以 写 为 
Ca (4.39) 
综合 (4.34) -(4.35) 及 (4.39) 诸 式 ， 可 得 四 维 力 的 表达 式 
ol 2 oa FI | 
(gn,9,9) = (50 月. (4.40) 


(4.35) 式 ， 即 


和 = 天 (4.41) 


且 扫 形式 上 避让 力学 中 的 千 开 第 二 定律 _ 相 ， 但 在 这 里 只 不 过 是 把 
2 定义 为 力 而 已 ， 如 果 像 经 典 力学 中 那样 ， 要 将 (4.41) 式 视 为 粒子 
运动 的 方程 ， 风 澳 各 立地 给 由 为 下 而 所 确定 的 在 他 站 
下 的 变换 关系 必须 与 9 的 变换 相同 ， 即 了 (Zu 下 了 必须 是 

四 维 ( 道 变 ) 向 量 . 对 蕉 个 要 力学 中 作风 的 力 站 有 引力 要 把 它们 


扩展 为 四 维 形式 ， 并 使 其 满足 在 洛 伦 效 变换 下 的 相应 变换 要 求 ， 这 种 
相对 论 修正 是 毫 无 希望 的 ,事实 上 , 按 和 牛顿 的 万 有 引力 理论 ,二 物体 间 
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的 引力 依赖 于 它们 之 间 的 距离 因此， 如果 移动 其 中 的 一 个 物体 男 - 
个 物体 的 受 力 情况 就 会 立即 发 生 改 变 .这 意味 着 ， 引 力 效 应 应 以 无 限 
大 的 速度 传播 ， 这 与 相对 论 中 任何 速度 均 不 能 超过 真空 中 光速 e 的 结 
论 相 违背 . 爱 内 斯 坦 在 1908 年 到 1914 年 间 ` 直 试图 找到 一 个 与 狭义 
相对 论 相 协调 的 引力 理论 ， 但 都 没有 成 功 ， 1915 年 他 提出 了 一 个 革 
命 性 的 思想 ， 认 为 引力 不 像 其 它 种 类 的 力 ， 只 不 过 是 空间 - 时间 不 平 
过 这 一 事实 的 结果 ， 并 以 此 为 基础 建立 了 广义 相对 沦 
所 辛 的 让， 带电 粒子 在 电磁 场 中 运动 时 所 受到 的 洛 伦 艾 力 


f=p(E+vxB) (4.42) 


( 见 第 一 章 (3.19) 式 ), 满足 上 述 要 求 的 变换 规律 (参见 $7). 

当 四 维 力 (g?,g1,92,9) 二 0 时 , 由 (4.33) 式 , 四 维 动量 (pp1， 
天 ,成 ) 守重 由 (4.28) 式 , 四 维 动 世 包 括 动量 9 与 总 能 其 如. 因此 
当 四 维 动 其 守恒 时 , 不 仅 动 其 守 但 , 能 其 也 守恒 . 这样， 动 基 与 能 最 两 
条 守恒 定 律 就 归结 为 一 条 守住 定律 一 四 维 动量 守 伍 . 

现在 考察 由 若干 粒子 组 成 的 粒子 系统 

在 经 典 牛 顿 力学 中 ， 系 统 的 动 其 守 便 定律 是 由 牛顿 第 .定律 并 借 
助 于 牛顿 第 三 定律 得 到 的 . 但 在 狭义 相对 论 中 , 由 于 两 个 分 开 的 粒子 之 
间 的 作用 与 反作用 只 能 以 不 超过 中 空中 光速 的 有 限 速度 传播 ， 牛 顿 第 
三 定律 不 再 成 立 ， 从 而 不 能 利用 牛顿 第 三 定律 来 导出 动量 守恒 定 律 
尽管 如 此 ， 作 为 物理 学 中 最 普遍 的 守 便 定律 的 动 甚 守恒 及 能 量 守 伍 定 
律 ， 已 为 迄今 为 止 的 所 有 实验 与 观测 所 证 实 ， 有 理由 假定 这 两 个 普遍 
的 守恒 定律 在 狭义 相对 论 中 仍然 成 立 

粒子 系统 的 动量 守恒 定律 可 表述 如 下 在 惯性 条 中 ， 一 个 不 受 
外 界 作 用 的 粒子 系统 ， 总 动量 保 持 不 变 

在 上 述 定律 中 , 总 动 其 既 包 含 粒子 形式 的 动量 , 也 包括 场 (如 电磁 
场 ) 形式 的 动量 , 在 只 包含 粒子 形式 动量 的 特殊 情况 下 ， 动 量 守恒 定律 
可 用 以 下 形式 给 二 


2 Pi = 常量 ， (4.43) 


其 中 pp; 为 第 i 个 粒子 的 动量 . 
需 注 意 的 是 ， 在 粒子 系统 的 运动 过 程 中 ,该 系统 的 粒子 总 数 并 木 
一 定 保持 不 变 ， 例如， 由 1 与 2 两 个 粒子 组 成 的 系统 ， 磁 挤 后 可 能 结 
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合成 一 个 新 粒子 , 称 为 完 会 非 弹 性 碰撞 碰撞 后 也 可 能 生成 两 个 (或 更 
多 个 ) 粒子 3 与 4. 市 动 基 守 恒定 律 ， 此 时 有 


FINI0V1 + Ynmaova = ?37723023 + ama0d4, {4.44) 


其 中 rnso 及 w 分 别 表示 第 i 个 粒子 的 静止 质量 与 速度 ， 7 一 
一 一 (二 1.2,3,4) 般 来 说 


To 十 ma0 天 mao + Tao. (4.45) 


这 种 情形 称 非 弱 性 碰撞 . 如 果 磁 撞 后 仍 是 原先 的 两 个 粒子 ， 就 称 其 为 
先 全 弹性 碰撞 , 此 时 m30 一 im10，mlo 一 720. 

实验 表明 , 对 于 粒子 系统 , 下 述 能 其 守恒 定律 成 立 ， 在 惰性 条 中 ， 
一 个 不 受 外 界 作 用 的 系统 ， 总 能 量 宁 恒 . 

在 这 个 表述 中 ， 总 能 景 既 包含 粒子 形式 的 总 能 时 ， 也 包括 场 的 能 
址 ， 即 


mie? 十 By = 常量、 (4.46) 


其 中 mi 表示 第 ! 个 粒子 的 惯性 质量 。 避 ; 表示 场 能 ， 在 系统 自 始 至 
余部 只 有 粒子 形式 的 特殊 情况 ， 能 量 守 但 定律 (4.46) 就 化 为 


mmc? = 常量 , (4.47) 


对 于 (4.47) 式 ， 应 作 几 点 说 明 ， 即 使 对 自始至终 都 只 有 粒子 形式 
的 系统 ,在 演化 过 程 中 , 由 了 可 能 存在 粒子 的 训 变 与 结合 现象 , 粒子 的 
总 数 以 及 粒子 的 静止 质 其 并 不 一 定 保持 不 变 . (4.47) 式 也 还 包含 系统 
内 部 粒子 动能 与 粒子 内 能 的 相互 转化 .这 里 所 说 的 内 能 是 指 粒子 内 部 
由 moc? 匡 度 的 能 量 ， 而 不 是 热力 学 中 所 说 的 让 大 时 粒子 无 规则 热 送 
动产 生 的 内 能 . 
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考察 流体 运动 时 ， 如 果 流体 的 宏观 速度 接近 于 光速 ， 就 必须 考虑 
相对 论 效应 . 同时， 我们 还 将 会 看 到 ， 即 使 流体 的 宏观 速度 没有 达到 必 
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须 考虑 相对 论 效 应 的 程度 ， 但 如 果 流 体 粒子 的 微观 速度 很 大 ， 相 对 论 
效应 也 不 能 忽略 ， 

爱 因 斯 坦 早 在 创立 相对 论 时 就 曾 指出 ( 见 [6]): 可 根据 场 方程 建 
立 无 摩擦 绝热 流体 的 欧 拉 方程 ， 从 而 提出 了 研究 相对 论 流体 运动 规律 
的 任务 ,但 真正 对 相对 论 流体 力学 开展 研究 ， 起 步 却 较 晚 ， 直 至 1970 
年 才 举 行 第 一 次 关于 相对 论 流体 力学 的 国际 研讨 会 此 后 的 二 十 多 年 
中 ,由 于 等 离子 物理 与 核 物理 发 展 的 需要 ， 这 方面 的 研究 取得 了 重大 
进展 , 事实 上 , 相对 论 流体 力学 方程 组 可 作为 高 能 天 体 等 离子 体 的 一 个 
好 的 数学 模型 ， 在 核子 物理 的 重 离子 反应 分 析 中 也 得 到 重要 的 应 用 ， 

本 节 讨论 的 对 象限 于 理想 流体 ， 对 于 具 粘 性 及 热传导 耗 散 效应 的 
流体 ， 昌 然 也 已 建立 了 一 些 能 其 - 动量 张 基 的 本 构 关 系 ， 如 朗 道 (L. 
D. Landau) 与 票 弗 席 获 (E. M. Lifshitz) 以 及 埃 卡 特 (C. Ekart) 均 
分 别 给 出 一 种 模型 ， 但 至 今 仍 无 满意 的 结果 . 

如 第 二 章 所 述 , 在 建立 经 典 流体 动力 学 方程 组 时 , 重要 的 一 步 是 给 
出 质 基 流向 量 、 动 二 流 张 景 和 能 基 流 向量. 利用 它们 可 方便 地 建立 反 
映 质量 守恒 、 动 基 守 恒 及 能 量 守 人 恒 的 方程 组 , 在 外 力 为 零 的 假设 下 , 即 


4 + > 0 =0, (5.1) 
(ou) + 二 去 7 (Pusuk +péix) =0 (i=1,2,3), (5.2) 
(pe Lo) + 立志 (leer do + pes) = 0 (53) 


( 兄 第 -- 章 (1.10) 、 (1.14) 及 (1.19) 式 ). 为 了 将 上 述 方程 组 改造 成 
相对 论 的 形式 ， 必 须 首先 确立 相应 的 能 基 - 动量 张 量 . 


5.1. 能 量 一 动量 张 量 

在 建立 能 量 - 动 其 张 其 之 前 ， 先 作 两 点 说 明 ， 首 先 ， 在 相对 论 力 
学 中 , 质量 不 再 守恒, 而 只 代表 总 能 其 中 的 一 部 分 . 在 相对 论 流体 力学 
中 , 应 将 描述 质量 守恒 与 能 量 守恒 的 (5.1) 和 (5.3) 式 一 并 予以 考虑 . 
此 外 ,在 第 二 章 中 , 称 张 基 pa @ wu 为 动 其 流 张 量 ， 下 面 为 方便 计 ， 将 
压力 所 产生 的 冲 基 也 合并 其 中 ， 即 以 pu @ 4 十 pT 作为 动量 流 张 基 ， 

我 们 要 求 的 能 量 - 动量 张 量 (Te2) 是 一 个 四 维 二 阶 ( 道 变 ) 张 
基 ， 如 果 忆 第 0 个 守恒 律 方程 措 述 能 量 守恒 定律 ， 那 么 在 这 个 张 基 的 
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分 量 中 ，T 应 表示 单位 体积 的 能 量 ， 而 (TY, 了 2, 了 3) 则 表征 单位 
时 间 内 流 过 单位 面积 的 能 量 ， 即 单位 时 间 内 沿 法 线 n 方向 流 过 面积 微 
元 d5 的 能 量 为 


ct7 cos(n. £1) + TH cos(n, zz) + TH cos(n, 73))d9， 


其 中 出 现 的 因子 c 系 由 十 z0 = 直 之 故 ， 一 是 有 了 (7T00.701,702， 
T%) 的 表达 式 ， 散 度 形式 的 方程 


0 

Ore 

就 给 出 了 能 量 守恒 定律 ， 相 应 地 ， 好 日 以 另外 三 个 方程 { 第 - -、 :及 三 

个 方程 ) 描述 动量 守恒 定律 ， 那 么 aT 7™, 739)" 应 表示 单位 体积 

的 动 基 , 而 (T3) (i,j = 1,2,3) 则 表征 单位 时 间 内 流 过 单位 面积 的 动 
车. 


To =0 (5.4) 


现在 米 确 定 流体 的 能 量 - 动量 张 基 (T%3). 对 于 任意 一 个 给 定 的 
流体 微 元 ， 采 用 随 动 参考 系 ， 使 该 微 元 在 这 个 参考 系 中 是 静止 的 、 称 
这 种 参考 系 为 固有 参考 系 , 简称 国有 系 .将 固有 系 记 为 及 ,并 将 张 起 
{TZ98) 在 及 系 中 的 形式 记 为 (人 我们 有 


TY = , (5.5) 


这 里 J 表示 固有 内 能 密度 ， 即 在 相对 于 流体 静止 的 加 有 系 中 测 基 的 内 
能 密度 值 ,而 内 能 除 包括 流体 的 热能 、 化 学 能 等 热力 学 内 能 外 , 还 应 包 
括 质 基 所 相应 的 相对 论 能 其 . 此 外 ， 显 然 应 有 


TU TT (5.6) 


至 于 动 基 ， 在 圈 有 系 及 中 ,显然 有 


(TY, 7*, 7)7 = 0, (5.7) 


且 单 位 时 间 内 流 过 流 场 中 任 一 给 定 的 面积 微 元 4.5 的 动量 只 有 流体 讨 


力 的 冲 景 ， 即 
p 
oo 了 ) (5.8) 
卫 
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合 以 上 诸 式 ， 得 到 在 固有 系 及 中 
=| 7? ， (5.9) 


为 了 能 由 能 最 动量 张 基 在 辕 有 系 页 中 的 表达 式 (5.9) 得 到 其 在 

一 般 惯 性 参考 系 KK 中 的 表达 式 , 我 们 利用 洛 伦 兹 变换 . 设 在 参考 系 天 

”hl， 流 体 微 二 的 宏观 速度 为 = (by nz.w), 由 于 下 是 随 动 系 ， 它 相 

对 于 KK 的 运动 速度 就 是 2. 相应 地 ， 参 考 系 K 相对 于 天 的 这 到 于 

为 V= 一 v. 设 在 下 系 与 素 系 中 的 时 空 怠 标 分 别 为 {z0, zl 72;z9) 

与 (到 ,1 开 ,到 ), 则 由 定理 2.2, 并 注意 到 (2.22) 式 中 的 zo = -而 
不 是 za = ct, 易 得 


2 一 a372 (0 =0,1,2,3), {5.10) 
中 
9 = 7, 四 = 这 (i = 1,2,3), (5.11) 
= tT + 6 (i,j=1,2,3), (5.12) 
而 了 二 E ol 


根据 二 阶 ( 逆 变 ) 张 基 的 定义 ( 见 (4.14) 式 ), 由 (5.10) 式 可 得 在 
五 系 中 


十 2 
十 也 
700 一 ao07” 一 一 一 车， (5.13) 

1 
T% = 17 = 0 

a 7 
, 
= 3 + 人 可 + ) 
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3 
Vib 3 一 1 
= 0 人 wo + fi ) x 
R=1 


0 
7y—1 
( VjUg 十 x) 
(A + Pivy 
2 
2 v 
“本 


注意 到 四 维 速度 【zu,al,u2 3) = (Ct.v2,03)】( 见 (4.20) 式 )， 
(5.13) 《5.15) 式 可 统 写 为 


Fp (j=12,3). (5.15) 


1 了 3 
TH tp pg (B=0,.,0), (5.16) 


1 


0)=| 一 . (5.17) 


(5.16) 式 就 是 能 量 - 动量 张 基 在 一 般 企 性 参考 系 天 中 的 表达 式 . 

在 (5.16) 式 中 ， 是 固有 内 能 密度 ， 当 然 不 随 参考 系 的 变化 而 改 
变 . 此 外 ， 2 也 是 在 固有 系 中 测量 的 ， 但 可 以 证 明 ， 压力 是 洛 伦 兹 
变换 下 的 不 变 基 ( 见 [0]). 


5.2， 守 恒 律 方程 组 
有 了 能 其 - 动量 张 晤 (728), 就 可 立即 得 到 相对 论 流体 力学 中 描 
述 能 量 及 动量 守恒 的 方程 组 
O jo 
FBT™ -0 {0 = 0,.…,3). (5.18) 
上 式 左 端 是 一 个 二 阶 ( 逆 变 ) 张 基 的 ( 协 变 ) 散 度 ， 因 而 是 个 阶 ( 逆 
变 ) 向 其 ( 见 附录 三 ) 因此 , 只 要 (5.18) 式 在 一 个 惯性 参考 系 中 成 立 ， 
它 必 在 任何 一 个 惯性 参考 系 中 成 立 . 
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将 (5.13) 一 (5.15) 式 代入 守恒 律 方程 组 (5.18), 并 注意 到 z0 = ct 
及 于 一 Ti (i 二 1,2,3), 就 得 到 


2 (22 2) | > (25) -0 (5.19) 


Cw 


es 
及 
0 /p+p 3 0 /pi+p _ 
于 Ot 人 一 Bu) + 和 Dzk (# 了 + pa) -0 
(i = 1,2,3). (5.20) 


以 p 表示 固有 质量 密度 , 即 在 固有 系 中 单位 体积 流体 的 静止 质 其 ， 
e 表示 单位 静止 质 基 的 热力 学 内 能 ， 则 在 以 上 诸 式 中 


下 = pe 二 pe. (5.21) 


如 同 在 经 典 流体 力学 中 那样 ,在 p, 了 及 e 等 热力 学 基 中 只 有 两 个 是 独 
立 的 ， 并 由 状态 方程 所 联系 ， 

方程 组 (5.19) 一 (5.20) 中 的 方程 只 有 4 个 , 但 却 有 5 个 未 知 丽 
数 ， 在 一 般 情况 下 ， 还 需要 补充 一 个 守恒 律 方程 

在 相对 论 流体 力学 中 ， 质 量 不 再 是 守恒 量 ， 位 流体 的 粒子 数 却 是 
守恒 的 ， 设 n 表示 固有 粒子 密度 ， 即 在 随 动 的 固有 系 中 单位 体积 流体 
内 粒子 的 个 数 . 这 样 ， 粒 子 流 (四 维 ) 向 量 在 图 有 系 中 的 表示 式 应 为 
(cn,0,0,0), 其 中 第 0 个 分 莉 为 在 该 系 中 单位 体积 所 含 粒子 数 乘 以 < 
(注意 到 20 = ct), 后 三 个 分 景 表征 单位 时 间 内 流 过 单位 面积 的 粒子 
数 , 利用 ( 道 变 ) 向 基 的 定 文 ( 见 (4.13) 式 ) 以 及 (5.11) -(5.12) 式 ， 
容易 得 到 粒子 流向 贡 在 一 般 参考 系 及 中 的 表达 式 为 


(nud, na, yatu2, nu?), (5.22) 


而 《uo, ul, ua2, 他 ) 为 思维 速度 ， 这 样 ， 就 可 以 得 到 如 下 的 粒子 数 守恒 
方程 
0 ia 5 
Ba )=0, (5.23) 
注意 到 
f= nmo, (5.24) 


= 
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其 中 ro 为 单个 粒子 的 平均 静止 质量 ， (5.23) 式 又 可 以 写 为 如 下 形 
式 : 
9 525 
和 )=0, {5.25} 
描述 粒子 数 守 人 全 的 方程 (5. 23) 或 (5.25) 也 称 为 连续 性 方程. 
注意 到 如 = ctw 二 Zi (i 二 1,2,3) 以 及 四 维 速度 的 表达 式 
{4.20), 方程 (5.25) 又 可 改写 为 


方程 (5.19)- -(5.20) 与 (5.26), 连同 相应 的 热力 学 状态 方程 ， 就 
构成 和 相对 论 体力 学 方程 组 . 

下 面 进一步 讨论 流体 业 的 变化 情况 . 将 张 基 {T%8) 的 表达 式 (5.16) 
代入 守恒 律 方程 组 (5.18), 得 


1 .0 gs 1 gOue 
i 二 而 从 十 区 下 有 


CC Br 
a8 0p : 5 
一 9 0 (a = 0,.…,3). (5.27) 
记 
Wo = = (f= 1,2,3). (5.28) 
事实 上 , 上 式 左 端 诸 基 为 一 阶 道 变 张 基 {a0 ,zt2, 23) 的 协 变 分 量 ( 见 


附录 三 ). 但 在 此 ， 不 了 解 协 变 张 重 的 概念 ， 并 不 妨碍 对 以 下 内 容 的 理 
解 ， 以 ua 乘 方程 (5.27) 两 端 ， 并 关于 Q 从 0 到 3 求 和 ， 就 得 到 


2 


tt ph) = 0. (5.29) 
在 得 到 上 式 的 过 程 中 ， 我 们 利用 了 
dau 一 (5.30) 
(这 就 是 (4.29) 式 )， 
wo 0 (5.31) 
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以 政 
taga8 = 2、 (5.32) 
以 上 诸 式 都 是 很 容易 直接 验证 的 . 
注意 到 4 二 p(C2 十 e) ( 见 (5.21) 式 ), 而 i = e+ 为 单位 静止 质 


其 流体 的 烩 ( 见 附录 二 (35) 式 ), 妓 轿 有 比 灼 , 利用 连续 性 方程 (5.25)， 
(5.29) 式 可 以 化 为 


8 
训 BGoe) 一 La 一 一 0. (5.33) 


mi 10p 
af 0 _1lopy_ 5.34 
( 疡 场 ) (5.34) 
在 固有 系 中 1 
di= jdp+6d5 (5.35) 


( 见 附录 二 (38) 式 ), 其 中 9 表示 在 固有 系 中 流体 的 绝对 温度 ， 即 固有 
温度 ,而 5 是 单位 静止 质 基 的 糯 ， 即 固有 精 . 利用 (5.35) 式 ， (5.34) 
就 化 为 


即 
us=0. (5.36) 
这 说 明 ， 单 位 静止 质 基 的 炉 沿 志 界 线 保持 不 变 ， 从 而 单个 粒子 的 炉 自 


然 也 保持 不 变 . 
利用 连续 性 方程 (5.25), 方程 (5.36) 还 可 以 写 为 如 下 的 守恒 律 形 


式 


65 

以 二 两 个 方程 表明 流体 的 流动 是 绝热 的 ， 这 与 我 们 考察 的 对 象 中 

理想 流体 ， 在 能 楷 - 动 址 张 基 中 未 考虑 流体 的 内 摩擦 与 热传导 过 程 是 
一 致 的 . 


(pSus) = 0. (5.37) 
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转换 为 变量 f，Z1, zy zx3 以 及 普通 意义 下 的 速度 w 方程 (5.36) 与 
(5.37) 可 分 别 化 为 


85 己 05 
一 一 一 5.38 
于 十 Uk Bre 0 (5.38) 
与 3 g 
0 ps ~ 0 pw 、 
去 ( 和 )+> zi( ~ 0. (5.39) 
eo 
方程 (5.38) 的 形式 与 经 典 流体 力学 的 情形 ( 见 第 二 章 (1.25) 式 ) 完全 
一 样 . 


这 样 ， 我 们 总 共 得 到 (5.19) 一 (5.20) 、 (5.26) 以 及 (5.39) 这 6 
个 守恒 律 方 称 ， 其 中 包含 mi, va; ua 以 及 任意 两 个 独立 的 热 轧 学 量 共 5 
个 未 知 函 数 ， 如 同 在 经 典 流体 力学 中 那样 ， 在 光滑 的 流 场 中 ， 粹 方程 
(5.39) 与 能 基 守 全 方程 (5.19) 等 价 , 这 些 方程 中 只 有 5 个 是 独立 的 、 
但 如 果 出 现 激 波 ， 则 流体 质点 在 越过 激 波 时 能 量 、 动 量 及 粒子 数 仍 守 
便 ， 租 粹 要 增加 . 

现在 我 们 对 上 面 得 到 的 相对 论 流体 力学 方程 组 (5.19) 一 (5.20) 及 
(5.26) 进一步 进行 化 约 . 由 {5.20) 式 ， 有 


人 大) 


利用 方程 (5.19), 上 式 又 可 写 为 


Lt Ou + 二 下 2 
一 十 可 二 好 人 二 


由 此 立即 得 到 


Yl 
ET Ore H+p 
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这 就 是 相对 论 情况 下 的 欧 拉 方 牲 ， 

由 的 表达 式 (5.21) (但 需 注意 p 是 固有 质量 密度 ， 而 不 是 所 考 
察 的 参考 系 中 的 质量 密度 ) 可 以 看 出 ， 当 6 一 co 时 ， 方 程 组 (5.40) 
在 丧 式 上 就 化 为 经 典 的 欧 拉 方程 ( 见 第 二 章 (1.15) 式 ). 从 (5.40) 式 
也 可 看 出 ， 即 使 流体 的 宏观 运动 速度 2 不 是 很 大 ， 但 流体 粒子 的 平均 
微观 速度 很 大 ， 由 于 固有 热力 学 内 能 e 可 能 达到 很 大 的 数值 ， 并 注意 
到 (5.21) 起， 相对 论 效应 也 - - 般 不 能 忽略 


5.3. 简化 的 状态 方程 
已 知 在 - 切 热力 学 最 中 ， 只 有 两 个 是 独立 的 ， 为 使 上 段 所 述 的 相 
对 论 流体 力学 方程 组 成 为 封闭 的 ， 必 须 给 出 状态 方程 例如 


e = elp,p) (5.41) 


等 . 

假定 流体 是 由 一 些 无 内 部 结构 的 粒子 组 成 ， 在 这 些 粒子 之 间 只 有 
阐 作 碰撞 而 无 其 它 相 气 作用. 这 时 ,对 两 种 极端 的 情况 ,可 近似 地 给 出 
简单 的 状态 方程 

1° 冷 的 非 相对 论 性 流体 

对 这 种 流体 ,其 粒子 的 平均 微观 运动 速度 大 大 小 于 光速, 此 时 ， 可 
以 证 明 ( 风 [7], [10]) 


心计 
e~ 3 {5.42) 
因此 可 近似 认为 3 
= pc2 十 aP: (5.43) 


2° 热 的 极端 相对 论 性 流体 
对 这 种 流 休 ， 其 粒子 的 平均 微观 运动 速度 接近 光速 ,此 时 ， 可 以 证 
明 (更 站, [10]) 


3p 
es 一 5.44 
p (5.44) 
且 
ee 六 c?， (5.45) 
因此 可 近似 认为 
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事实 上 ， {5.44) 式 可 由 斯 忒 游 - 玻 尔 效 曼 (Stephan-Boltzmann) 热 
辐射 定律 得 到 ( 见 [1 各), 而 (5.45) 式 则 说 明 ， 热 辐射 的 能 其 密度 大 大 
超过 流体 的 相对 论 总 能 其 密度 . 这 一 -情况 在 天 体力 学 中 具有 重要 的 意 
义 ， 


对 天 体 演化 的 研究 表明 ， 在 暗 弱 的 恒星 爆发 ， 形 成 超新星 的 初始 
阶段 , 大 其 抛射 测 高 温 物 质 ， 这 是 宇宙 回 射 的 重要 来 源 之 一 . 这 时 的 流 
体 即 改 于 热 的 极端 相对 论 性 流体 . 

(5.42) 与 {5.44) 可 以 统 -地 写 为 如 下 形式 ， 


卫 


= 一 一 ， 5.47 
“GD (47) 
其 中 5 
了 对 非 相 对 论 性 流体 ， 
7Y=1 1 (5.48) 
也 对 极端 相对 论 性 流体 . 


(5.47) 式 与 经 典 流体 力学 中 多 方 气体 的 状态 方程 ( 见 附录 二 中 的 (65) 
式 ) 在 形式 上 完全 一 样 ， 但 应 该 指出 的 足 ， 《5.47) 式 只 是 一 种 近似 
而 且 在 相对 论 流体 力学 中 ， ? -一般 不 是 常数 ， 也 不 是 绝热 指数 

对 于 极端 相对 论 性 流体 ， j= 3p. 此 时 由 拱 述 能 量 守恒 与 动量 守 
恒 的 四 个 方程 (5.19)--(5.20) 组 成 的 方程 组 已 经 封闭 ,可 以 独立 地 进 
行 求解 . 


$6. 相对 论 流体 力学 方程 组 的 数学 结构 


6.1、 焙 方程 的 另 一 种 形式 
像 诸多 研究 相对 论 流 休 力 学 方程 组 的 文献 中 那样 ， 引 入 流体 的 质 
址 -能 景 密度 
e= 三 ， (6.1) 
它 是 以 质量 的 野 岗 来 度 其 的 加 有 能 节 密 度 ， 设 状态 方程 为 


P= ple, 3) (6.2) 
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区 
可 以 证 明 , 静态 的 均匀 相对 论 流体 中 小 扰动 传播 速度 的 平方 为 产 ( 见 
[9 [10]), 所 以 有 理由 假定 


a 也 
庆生 吧 > 0， (6.3) 


其 中 a 称 为 局 部 音速 . 5 
利用 和 的 表达 式 二 一 “十 和 = 的 定义 (6.1)， 并 注意 到 (5.21) 
式 ,有 


2 
十 ? 
= 一 -2. {6.4) 


因此 
Oi 0,; ec 十 D Op 
Por ~ G7 5(ec + 人 一 p Ori 
2 E05 Op ec+tp op 
“Bz “ 5 0 ' Br p Dre 


注意 到 由 (6.3) 式 ， 有 .3) 二 a?, 将 上 式 代入 (5.34) 式 ,并 利 
用 彤 方程 (5.36), 就 得 到 


(个 w 训 Op sc2+Pp 0 
8z5 pp Or 


=0, (6.5) 


即 


Op 上 +pap 忆 有 cp pp 
7 十 一 
ot po? ?a 亏 人 Or pe? “ 亏 人 DTk 


这 就 是 另 一 种 形式 的 精 方 程 . 
6.2， 相 对 论 流 体力 学 方程 组 的 数学 结构 


到 欧 拉 方程 (5.40) 、 粹 方程 (6.6) 以 及 连续 性 方程 (5.26) 这 5 个 
方程 组 成 一 个 方程 组 ， 并 写 为 如 下 形式 ， 


Ov b wo 3 3 so ， ， 
就 十 a 全 避 +5 =0 (i=1,2,3), (6.7) 
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Bp ,20p 局 2 Op 
二 一 ha 二 一 一 hh =0, 6.8, 
Ea + 2 wa 和 D2 (6.8) 
3) 3 1 3 
Yp Ou Op To Our 
Et WW 
3 Oux 3 Op ， 
to Bet Da =0, (6.9) 
其 中 
Cu Ec2+p 1 
b= 六 一 ， = - 1 
ec2 +p’ pa 7 人 (610) 
记 
U = (ob va, v3 pp)™. {6.11) 
方程 组 (6.7) 一 (6.9) 可 以 写 为 
O00 ,OU 
ho + =0, (6.12) 
其 中 
b 
1 0 0 pe 0 
CC 
0 1 0 了 0 
¢ 
Ao 一 
° 0 0 1 Bu 0 
C 
0 0 0 1 —ha? 
3 3 3 
YP 了 pa 了 Apoa 
本 C2 C2 0 了 
如 0 0 5 0 
0 vy 0 0 0 
A = 0 0 um 0 0 
0 s 0 0 ul 一 ha2u | 
2 3 Vy 让 3 
py 十 Te 了 和 2 7 Ss yo 
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V2 0 0 0 0 
0 Uz 0 b 0 
4 0 0 w 0 0 
2 0 0 0 v2 一 Pa2yo 
3 3 3 
puml Yapu pooos 
友 AT 十 六 TU2 
及 
v3 0 0 0 0 
0 vs 0 0 0 
0 0 Us b 0 
As 一 3 
3 0 0 0 vs 一 pa2us 
3 3 3 jy2 
YP 了 YA oY pus 
Pt 0 Ya 
通过 直接 计算 ,容易 得 到 
2012 
det Ao = (0 - 2 ) . (6.13) 


由 于 a 为 局 部 音速 ， 必 有 a < c. 再 注意 到 < c, 立即 得 到 
det Ao > 0. (6.14) 
对 任意 给 定 的 w = (wi, wz, ws) & IR3, |w| = 1, 考察 矩阵 


3 
Alw) = YD wrAr 
k=1 


的 广义 特征 值 与 广义 特征 向 量 ， 即 考察 矩阵 


4(w) — AAo 
WY 和 0 日 91 0 
0 WU 和 0 92 0 
= 0 0 CD g3 0 
日 0 0 WV-A 一 ha2fw.D- 为 
PTel 十 1 pywatfva pos 二 Fua 0 TCD 一 入 ) 


(6.15) 
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在 入 为 何 值 时 其 行列 式 等 于 稚 ， 并 寻求 相应 的 齐 次 线性 代数 方程 组 的 
非 站 凡 解 ， 其 中 三 一 开 和 坟 0i = blwi 一 诗 0i) (i = 1,2,3). 
易 知 


det(A(w) — AAo) 
= T(w 0 — A +hablw.v— A 


入 
WD 入 0 0 1 一 六 放 
0 :DC 一 入 0 Wa 一 三 旭 
[a 
0 0 WYO 一 入 i A 
[a 
prat fo pyost fos pos 二 jos 0 
= Yo A + habyplw.v— AN) 
wv 一 入 0 0 i 
C2 
0 WO 一 入 0 2 
ce2 
0 0 WV A wmv 
Wl La 3 0 
1 
tzho by pl -一 
人 一 从 0 0 i 
0 wv —A 和 0 i A 
[wy 
0 0 书信 4 
本 
vl vo v3 0 
= T(w .一 X)5 


—hebyp(w -了 一 3 (ee 一 So) 
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入 入 
十 wa(w2 一 去 to) 十 walwa 一 3) 
1, ,,， 入 
-Bab p(w -vw—A)! ( {wo1 一 到 0 
入 人 
十 lofuo 一 2) 二 vs(w3 一 2) 


2 


= yw vA (0 一 Ee -2(1— )(w -vo)X 


2_ 72 ” 3 
+ (0) —@ (1- 3) . (6.16) 
在 上 式 计算 的 最 后 一 步 ， 利 用 了 hh 及 YY 的 定义 (6.10) 式 . 
显然 ，4(w) 具有 三 重 广义 特征 值 
和 一 外 -2 {6.17) 
而 另外 两 个 广义 特征 值 则 为 
a 
人 一 S) (wb) 
Als = 0205 
er 


由 wj 二 1, 有 (wv?&v2, 从 而 


az2o2 1 a? o 
0 和 十 (- ) ewes <1. 


因此 ， 由 (6.18) 式 给 出 的 入 及 As 为 两 个 相 异 的 实 广义 特征 值 ， 
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此 外 ， 还 可 以 验证 ， 对 任意 给 定 的 上 与 2, 广义 特征 值 和 A 与 和 
均 不 等 于 和 9 = w .凡事 实 上 ， 不 妨 设 wu > 0 来 进行 验证 ， 因 为 


5 < 中: 


2102 
一 (- 芝 ) (wo). 


但 容易 验证 ， 上 式 将 导致 
(人 


这 是 不 可 能 的 . 

这 样 ， 为 了 说 明 A(w) 的 广义 特征 向 其 构成 一 个 完备 系 ， 只 要 证 
明 ， 相应 于 三 重 广义 特征 值 A2, A(w) 有 三 个 线性 无 关 的 广义 特征 向 
量 , 由 (6.15) 式 ， 


0 0 0 baol0 

0 0 0 boz 一 总 oa) 0 

4o-4do=-| 0 0 0 Ma-so 0 
0 0 0 0 0 

PY PY pyYws 0 0 


(6.19) 
对 于 任 一 给 定 的 w = (wi, wz,ws), |w| = 1, 必 存 在 与 其 正 交 的 两 个 线 
性 无 关 的 向 量 = (mrara) 及 s 一 (s1, s2,s3), 即 成 立 
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由 (6.19) 式 立 即 可 以 看 出 
人 (rarayra:0.0T 与 (81, 52,83;0,0)™ 


就 是 4(w) 相应 上 广义 特征 值 Az 的 两 个 线性 无 关 的 广义 特征 向 量 . 
此 外 ， 显 然 
{0, 0,0, 0, 1)7 


也 足 A(w) 相应 于 广义 特征 信 Xa 的 -个 广义 特征 向 量 ， 而 且 它 与 上 
述 两 个 广义 特征 向 址 线性 无 关 ， 这 就 证 明了 A{w) 的 广义 特征 向 基 构 
一 个 完备 系 . 

根据 第 五 章 定义 5.4, 相对 论 流体 力学 方程 组 (6.7) 一 (6.9) 是 一 个 
一 阶 拟 线性 肥 则 翁 方 程 组 . 

由 于 偏 微分 方程 组 的 类 型 不 因 其 中 方程 的 等 价 组 合 或 化 约 而 改 
变 ， 因 此 ， 在 上 节 中 对 相对 论 流体 力学 得 到 的 守恒 律 方程 组 也 是 双 昌 
型 的 例如， 代替 p 和 p, 也 可 以 取 热 力学 最 = 和 S 作为 术 知 函数 ， 
讨论 由 欧 拉 方程 (5.40) 、 守 恒 律 方程 (5.19) 及 炉 方 程 (5.38) 构成 的 
方程 组 .对 这 个 方程 组 的 数学 结构 ， 可 以 得 到 同样 的 结果 (见习 题 18， 
19 及 本 节 第 三 段 )， 

双 曲 守恒 律 在 相对 论 流 体力 学 中 较 之 在 经 典 流体 力学 中 有 着 更 为 
广泛 的 应 用 ,这 是 因为 ， 在 相对 论 力学 中 ， 一切 运 动 及 作用 的 速度 均 不 
能 超过 真空 中 的 光速 c, 像 经 典 流 体力 学 中 诸如 纳 维 … 斯 托 克 斯 方程 
组 ( 见 第 二 章 ) 那样 所 明 现 出 的 具有 无 限 传播 速度 的 抛物 型 特征 ， 在 相 
对 论 流体 力学 中 不 可 能 出 现 ， 即 使 所 讨论 的 流体 具有 粘性 和 热传导 耗 
散 效 应 也 是 如 此 ， 由 于 具有 上 述 耗 散 效应 的 相对 论 流体 力学 的 模型 尚 
不 成 熟 ， 又 限于 本 书 的 简 幅 ,有 关 的 问题 不 可 能 在 此 深入 地 讨论 ， 有 闪 
趣 的 读者 可 参阅 [12]. 


6.3, 一 维 相对 论 流体 力学 方程 组 

设 流体 沿 Y = Z1 轴 方 向 流动 上 且 在 垂直 上 zt 轴 的 任 一 截面 上 ， 
一 切 状态 量 均 具有 相同 的 数值 ， 这 时 ,可 记 9 = wu; 而 v2 二 3 二 0， 
且 一 切 基 均 只 依赖 于 土 及 x 二 zl, 相对 论 流体 力学 方程 组 就 化 为 - 维 
的 形式 ， 守恒 律 组 (5.19)-- (5.20) 及 (5.26) 的 一 维 形式 就 是 


6 ; 2 
+ 0) =0, (6.20) 


Ot\2— eo Or Ac2 一 人 
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2 加 
2 2 十 2 © 二 “可 =0, (6.21) 


其 中 上 E = 入 ( 见 (6.1) 式 ). 


下 面 ， 着 重 考 察 一 维 相对 论 流体 力学 方程 组 的 有 关 性 质 ， 代 替 方 
程 组 (6.20)、(6.22), 我 们 等 价 地 考察 如 下 的 方程 组 : 


Ov a a Oe ps OS 
"Be sc2 十 也 HE 
; 0 
二 02 十 wm 多 =0, (6.23) 
(eo +p) bo 下 co be 1 085 
(CR a Rs Ht 
(ec + pc + ov) Ov 十 (cz 十 azjo Oe 


(GC—vw) Or Gm Or 0, {6.24) 
公 十 ,2 =0, (6.25) 
0 Ss 
其 中 2 = PE 3) 为 局 部 音速 的 平方，ps = 2p(e.3) 方程 (6.23) 


与 (6.25) 分 别 是 欧 拉 方 程 (5.40) 与 清和 {5.38) 的 一 维 形式 ， 而 方 
程 (6.24) 则 是 对 方程 (6.20) 打开 其 中 的 偏 导 数 ， 并 利用 (6.25) 式 而 
得 到 的 . 


记 


U = (v,e,S), {6.26) 
方程 组 (6.23) 一 {6.25) 可 以 写 为 


80 OU 
各 于 + 各 =0 (6.27) 
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{ea (一 22)psy 


1 (ec +p) (e+ 
Ao= (se +p eta _1 
(2 — v2) ec — 2) CS 
0 0 1 
, 0) 人 -om 
EC2 十 也 EC2 十 也 
Ai=| (ee 二 站 (e+ (av ， 
(Gy CR 0 
0 0 全 
容易 计算 得 4 
¢ —av 
et 和 = BE > (6.28) 
此 外 ， 
4i 一 A4o = 
(1 一 莒 入 人 2 一 oj)ps(1 一 区 为 
2 一 入 EC Tp 
人 eceHpjfczto2 + psX ， 
人 pr 区 
0 0 v—A 
(6.29) 
且 志 接 计算 可 得 


-入 ezo2 > 
(tc -a 


一 2(c aAte a)). (6.30) 


det(4 - AM4oj = 


由 《6.30) 式 立即 可 以 得 到 相应 的 广义 特征 值 为 


Ua 十 租 
A=——ay: N= N= 一 下 (6.31) 
1—— 1+ 万 
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和 容易 直接 验证 
A < Nh < Ne, {6.32) 


从 而 方程 组 (6.23) 一 (6.25) 是 严格 双 曲 型 的 . 
在 进一步 讨论 相应 于 这 些 广义 特征 值 的 广义 特征 向 基 之 前 ， 先 给 
出 下 面 的 定义 . 


定义 6.1。 对 于 一 阶 拟 线性 严格 双 曲 型 偏 微分 方程 组 


加 四 各 十 让 四 到 -0 = (6.33) 


其 中 加 = (ww,… ,Un)"， 4o(D) 及 A1(D) 为 nxn 阵 ,有 生 det Ao(U) 
关 0, 记 ratU) 为 矩阵 和 (DU) 对 Ao(U) 的 相应 于 广义 特征 信 和 x(U) 
的 广义 特征 向 基 ， 如 果 在 所 考察 的 区 域 中 成 立 

VAx(DD -rp(U) #0, (6.34) 


称 方程 组 (6.33) 的 第 天 个 广义 特征 值 和 x(U) 是 真正 非 线性 的 .如果 
在 所 考察 的 区 域 中 成 立 


VA(U) (DZ) =0, {6.35) 


称 第 大 个 广义 特征 值 和 (UV) 是 线性 退化 的 . 在 (6.34) 与 (6.35) 中 
和 elU) 的 梯度 均 是 关于 变量 U 取 的 . 


广义 特征 值 为 真正 非 线性 或 线性 退化 的 概念 在 一 阶 拟 线性 双 曲 型 
方程 组 的 研究 中 起 着 重要 的 作用 (参见 [18]). 
出 (6.29) 式 易 知 ， 相 应 于 Xe 二 的 广义 特征 向 量 可 到 为 


Ta = (0, —ps, a2)7， (6.36) 
又 显然 有 
VX = (0,0)7. (6.37) 
于 是 
VA -Ta =0, (6.38) 


即 广义 特征 值 2 是 线性 退化 的 . 
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v—a 


又 由 (6.29) 式 可 以 求 得 ， 相 应 于 入 1 一 了 到 的 广义 特征 向 基 


2 
可 取 为 
v2 py ， 
7i 二 (a — a)ht 和 0) ， (6.39) 
而 
2 2 2 
一 S 1— 三 1 一 三 
-一 和 2 [a 
(CC 
2 3) ( 号 ) 
(6.40) 
a a 
其 中 ae 一 地， as Er 本 是 
1 
2 a? 
VA = (oa 于) +ac(e+ 3 (6.41) 
(区 
再 由 (6.3) 式 易 知 ， 
1 282p 、 
c= Tz (6.42) 
于 是 就 得 到 
2 
时 
Var = -ee 
2cc2 和 一 多 ) 
bg 
21 2 2 2 2 . 
(2oxe — a2) + (ec 二 中 352) (6.43) 
这 样 ， 广 义 特征 信 Ai 为 真正 非 线 性 的 充分 必要 条 件 为 
Pp 2a2(c2 一 a2) 
BT Tp 定 号 . (6.44) 
v+a 
类 似 地 ， 相 应 于 Xs = 1 加 的 广义 特征 向 量 可 取 为 
本 


v2 p T 
73 一 (oa 一 六 ) < 十 0) ， 
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旦 (6.44) 也 是 广义 特征 值 3 为 真正 非 线 性 的 充分 必要 条 件 . 

以 上 结果 ,与 经 典 理想 流体 力学 方程 组 的 情况 非常 相似 (参见 习题 
16)- 

这 儿 指 出 ， 一 维 相对 论 流 体力 学 方程 组 的 特征 值 Ai 及 Xs 为 真正 
非 线性 的 条 件 (6.41) 不 依 束 于 .而 只 与 状态 方程 p= 二 ple.5S) 有 关 . 
实际 上 ， 自 下 非 线性 作为 方程 组 的 结构 性 条 件 ， 不 应 随 洛 伦 兹 变换 而 
改变 ， 从 而 在 判定 是 可 真正 非 线性 的 条 件 中 不 应 包含 变 匡 v0. 

对 于 具有 重要 意义 的 热 的 殿 端 相对 论 性 流体 ( 见 85.3), 状态 方程 
为 上 二 3p, 即 


< (6.45) 


在 这 种 情况 下 ， 不 需要 坑 方程 (6.25). 方程 组 (6.23) 一 (6.24) 已 经 封 
闭 ， 容 易 证 明 ， 这 一 由 两 个 方程 构成 的 方程 组 的 两 个 广义 特征 值 是 真 
正 非 线性 的 充 要 条 件 仍 由 (6.44) 式 给 出 ,但 此 时 

d2p 


一 2 
d=0 且 a 三 


所 以 该 方程 组 的 两 个 广义 特征 值 部 是 真正 非 线性 的 (见习 题 17). 


， (6.46) 


w|i 
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在 第 三 章 中 介绍 的 磁 流 体力 学 研究 的 主要 对 象 是 等 离子 体 ， 而 藉 
医 字 帘 中 99 入 以 上 的 物质 是 以 等 离子 体 的 形式 存在 的 ， 对 于 存在 于 
字 害 空间 的 等 离子 体 ， 无 论 从 宏观 运动 速度 还 是 从 粒子 的 微观 速度 来 
看 ， 部 应 该 考 瑟 相对 论 效应 ， 本 节 就 来 考察 相对 论 磁 流 体力 学 . 


7.1. 事 克 斯 韦 方程 组 的 洛 伦 兹 不 变性 

首先 考察 电荷 与 电流 .实验 证 明 : 当 从 一 -个 惯性 系 变换 到 另 一 个 
尾 性 系 时 ， 带 电 粒 子 的 电荷 时 保持 不 变 ， 即 带电 粒子 的 电荷 量 与 该 粒 
子 的 运动 状态 无 关 ， 因此 ， 电 荷 应 在 洛 伦 兹 变换 下 不 变 .以 po 表示 在 
固有 参考 系 ( 即 随 动 系 ) 中 流体 的 电荷 密度 ， 它 是 一 个 四 维 标 基 . 

现在 在 - 般 惯性 系 五 中 进行 考察 ， 由 十 国有 系 相对 于 惯性 系 到 
以 流体 的 宏观 速度 运动， 巾 83.3 中 的 讨论 知 ， 在 固有 系 中 测 得 的 长 
度 , 在 参考 系 五 中 测量 时 ,其 在 也 方向 上 的 长 度 要 收缩 为 固有 系 中 测 
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; 而 所 | = wl; 但 在 乘 直 于 已 方 


1 
得 长 度 的 = 倍 ， 其 中 了 = 


22 


2 
向 的 长 度 则 保持 不 变 . 这样， 对 固有 系 中 的 体积 微 元 dV6, 其 在 参考 系 
大 中 的 体积 就 是 dV 二 7 因此 ， 在 参考 系 玉 中 ,电荷 密度 p 应 


由 下 式 给 出 : 
p= po. (7.1) 


有 了 电荷 密度 ， 就 可 以 相应 地 给 出 在 参考 系 开 中 的 电流 密度 
j= pv， (7.2) 
其 中 心 是 在 参考 系 及 中 观测 到 的 流体 的 宏观 速度 ， 记 
(20°77, 22, 8) = (pe, po pus pu3). (7.3) 
注意 到 (7.1) 式 及 四 维 速度 的 定义 (4.20) 式 , 容易 看 出 


{007,72, 7) = po wl 2, v9). (7.49) 


这 说 明和 由 (7.3) 式 给 出 的 (六 ,让 六, 户 ) 是 -- 个 四 维 ( 逆 变 ) 向 其 ， 称 
为 四 维 电 流 密 度 . 描述 电荷 守恒 定律 的 连续 性 方程 


Op divi=0 


Bt 
( 见 第 一 章 (2.20) 式 ), 此 时 就 表示 为 四 维 电流 密度 的 四 维 散 度 等 于 零 
Bye 
Br 0 (75) 


为 了 讨论 麦克 斯 韦 方程 组 的 洛 伦 兹 不 变性 ， 需 要 将 其 改写 为 疝 可 
夫 斯 基 四 维 时 空 4 中 的 张 车 形式 .首先 应 指出 的 是 ， 电场 与 磁场 不 
起 独立 的 ， 而 是 相互 关联 的 两 个 向 苏 ， 当 从 一 个 惯性 系 通过 洛 伦 兹 变 
换 转变 到 另 一 个 惯性 系 时 ， 在 新 系 中 的 电场 向 基 不 仪 仅 依赖 于 原 系 中 
的 电场 向 基 ， 还 依赖 于 原 系 中 的 磁场 向 量 ， 对 于 磁场 周 衬 也 是 如 此 . 
溃 实 上 ， 只 要 注意 到 下 面 的 简单 事实 ,就 不 难看 出 电场 与 磁场 的 这 种 
关联 性 . 在 一 个 参考 系 中 ， 一 个 静止 的 电荷 只 产生 静电 场 ， 但 在 另 一 个 
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相对 于 该 参考 系 运 动 的 参考 系 中 ， 这 个 电荷 变 成 运动 电荷 ， 除 产生 电 
场 外 , 还 会 激发 磁场 , 因此， 电场 向 量 与 磁场 向 量 不 能 分 别 看 作 两 个 独 
立 的 四 维 宙 其 的 空间 分 其 ， 而 必须 将 它们 放 在 一 起 进行 考虑 ， 由 于 它 
们 - -共有 6 个 分 其 ， 可 将 其 视 为 闵可夫 斯 基 四 维 时 空中 的 反对 称 二 阶 
张 景 . 

为 了 给 出 这 个 张 最 ， 我们 从 电磁 场 的 标 势 与 和 括 势 { 见 第 一 章 86.2) 
出 发 ,在 洛 伦 兹 规范 下 ， 电 磁场 的 标 势 $ 与 失势 和 分 别 满足 如 下 方 


程 : 


二 2 Ag = 2 (7.6) 
TA- AA = po (了 

及 洛 伦 获 条 件 
三 吕 +div4 = (7.8) 


{ 见 第 一 章 (6.18) 一 (6.20) 式 ), 其 中 eo 及 jio 分 别 为 真空 中 的 介 电 党 
数 和 磁 导 率 ， 它 们 满足 eofto 二 cr?， 方 程 组 (7.6) (两 端 除 以 c) 和 
(7.7) 的 右 油 


PP 0 1 2 3 
(过 Po 人 7 7) 


是 一 个 四 维 《 逆 变 ) 向 鞭 ， 而 其 左 端 为 波动 算 子 ， 在 洛 伦 兹 变换 下 是 不 
变 的 ， 因此， 


(A A1, A?, A3) = 264) (79) 


是 一 个 四 维 (着 变 ) 向 其 . 而 方程 组 (7.6) 一 (7.7) 以 及 洛 伦 兹 条件 (7.8) 
可 分 别 表述 为 如 下 形式 ， 


DA*=poj” (a=0,.…,3) (7.10) 


(7.11) 
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9 8 
oa 
Bre Boa’ WT 


其 中 口 表示 波动 算 子 ， 口 二 9 


GH) 一 1 
一 上 


由 四 维 ( 道 变 ) 向 基 (4), 可 定义 如 下 的 四 维 二 阶 ( 道 变 ) 张 基 ， 


9g ’ (a,8 = 0,.…,3). (7.12) 


= 四 ( 芍 区 ) ， (7.13) 
Fo p21 2 给 
记 
23 一 一 FF32 一 你- 


再 注意 到 电场 强度 吾 和 磁 感 强度 召 可 以 用 电磁 场 的 标 势 和 矢 势 
及 给 出 ( 见 第 一 章 (6.13) 和 (6.12) 式 ): 


一 grady 一 经 ， (7.14) 
B = rot4， (7.15) 


E 


由 


就 有 
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(Fe = © . (7.16) 
-E> ~Bs 0 Bi 


iB B» —B!: 0 


这 个 张 荐 称 为 电磁 场 的 ( 道 变 ) 场 强 张 量 . 它 是 -一 个 “ 阶 反 对 称 张 量 ， 
记 


1 . 
一 已 2 lp, 0 一 二 本 (17) 
© c 


1 1 
—Bs 一 ~ 五 -bE 0 
C C 


可 以 证 明 ，(*F%3) 也 是 一 个 -: 阶 ( 逆 变 ) 张 量 (见习 题 20), 称 为 (F035) 
的 对偶 张 量 . 

有 了 场 强 张 量 (Fep) 及 其 对 偶 张 量 (“F965), 真空 中 的 麦克 斯 书 方 
程 组 ( 见 第 一 章 {3.9) 一 (3.12) 式 ) 


divE = 人 (7.18) 
E0 
rotE = -名 (7.19) 
dvB = 0, (7.20) 
oF 
rotB = po 人 全 -让 {7.21) 


就 可 以 写 为 简单 的 张 量 形 式 . 方程 组 (7.18) 及 (7.21) 可 以 合并 写 为 


BFaB 
Br = boi (a = 0,.…,3), (7.22) 
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而 方程 组 (7.19) 及 (7.20) 则 可 合并 写 为 
Hr Fag 

Ors 
在 状 察 介质 中 的 电磁 场 时 ， 代 雹 (FF%3), 引入 如 下 的 场 强 张 量 


=0 (a=0,...,3). (7.23) 


-Di 0 也 —-Ha 
BY 1 
(GB) pin o ln (7.24) 
1 1 
-Ds -Ha --H 0 
[2 e 


其 中 DD 为 电 通 密度 或 电位 移 向 晤 ,而 吾 为 电磁 场 强度 ， 其 对 个 张 直 


0 2 了 成 i 
1 
aH 0 —D: D;, 
Ce = 1 . (7.25) 
一 了 Ds 0 -Di 
1 
一 本 -Da Di 0 


这 样 ， 介质 中 的 麦克 斯 韦 方程 组 ( 见 第 一 章 (7.15) 一 (7.18) 式 ) 


divD = AP (7.26) 
DB 
tE = 一 -二 
To 训 ， {7.27) 
dvB = 0， (7.28) 
oD 
tH = 一 十 了 
ro +i {7.29) 
就 可 写 为 
OG°%8 1。 
Be (a=0,...,3) (7.30) 
及 
BeGaa 


Br 0 (oe=0,...,3). (7.31) 
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申 于 已 写 为 闵可夫 斯 基 四 维 时 空中 的 张 其 形式 ,麦克斯韦 方 程 组 
(7.22) 一 (7.23) 以 及 (7.30) 一 -(7.31) 在 洛 伦 兹 变换 下 的 不 变性 是 不 言 
而 喻 的 . 


7.2. 电磁 场 的 能 量 一 动量 张 量 
设 《733) 为 电磁 场 的 能 其 -- 动 其 张 量 . 参照 85 中 有 关 相 对 论 流体 
能 其 - 动量 张 基 的 讨论 , 并 注意 到 20 = ct 及 zi 二 z; (i 二 1,2,3), 此 
时 ,7 为 电磁 能 量 密度 ，(70L,702,703) 为 电磁 能 景 密度 向 量 ( 除 以 口 ; 
而 (79,720,730)7 为 电磁 动量 密度 向 量 (的 c 倍 ), (75) (人 了 一 1 2.3) 
为 电磁 动量 流 密度 张 量 . 
由 第 一 章 87 知 


电磁 能 起 守 讼 为 。3(eE? 二 7 
电磁 能 最 流 密度 向 量 为 S 一 百 x 下; 
电磁 动量 密度 向 量 为 B35= 起 如 xH, 
电磁 动 基 流 密 度 张 量 为 
BB +uH)I-eB@E-uHe®H, 


其 中 < 及 由 分 别 为 电磁 场 介质 的 介 电 常数 和 磁 导 率 ， 这 样 就 有 


1 
7 = deB? + nH?), {7.32) 
i 1 
1 = 1 (Ex AH) (i=1,2,3), (7.33) 
7 = (eBiB;+pHiH)+ Be + HY) 
(了 = 1,2,3), (7.34) 


其 中 53 为 克 罗 内 克 记 号 . 
以 上 诸 式 可 以 统一 地 写 为 如 下 形式 ， 


网 1 
7°8 = —cgsyP GH + a9 WH? — eBE?), (7.35) 


这 里 gop = 9 中. 不 难 根据 (FF) 及 (Go5) 的 表达 式 (7.16) 和 (7.24) 
直接 验证 (7.35) 式 的 正确 性 . 此 外， 还 须 说 明 由 (7.35) 给 出 的 (7%9) 
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确 为 一 个 二 阶 ( 递 变 ) 张 量 . 这 一 点 可 由 下 述 引 理 保证 ， 


引 理 7.1。 WH? 一 gE? 在 洛 伦 益 变 换 下 保持 不 变 ， 是 闵可夫 斯 
基 四 维 时 空中 的 一 个 标量 . 


这 个 引 理 的 证 明 ， 作 为 习题 留 给 读者 (习题 21). 


7 了 .3. 理想 磁 流体 的 能 量 一 动 是 张 量 
结合 (5.16) 式 与 上 面 的 (7.35) 式 ， 就 得 到 相对 论 电 磁 流 体 的 能 
量 一 动量 张 量 为 


1 
Te8 一 二 仿 十 DJusaus — pg 十 Ta8、 (7.36) 


这 儿 注 意 ， 为 了 不 至 于 造成 记号 的 混乱 ， 在 上 式 中 以 庆 表示 流 体 的 固 
有 能 量 密 度 ; 而 在 由 (7.35) 式 给 出 的 7% 的 表达 式 中 ,以 4 表示 磁 导 
率 . 由 《7.36) 式 可 以 在 一 般 情形 下 得 到 考虑 耗 散 (粘性 及 热传导 ) 效 
应 的 相对 论 电磁 流体 力学 方程 组 ,但 下 面 我 们 只 限于 讨论 理想 磁 流 体 
的 情形 . 

由 第 三 章 的 (2.7) 式 知 ， 经 典 的 传导 电流 密度 为 


oE+uv x H), (7.37) 


其 中 0 为 电导 率 ，j4 为 磁 导 率 ,而 4 为 流体 的 速度 . 由 (7.1) 与 (7.2) 
式 ， 在 相对 论 意义 下 的 传导 电流 密度 则 应 为 


j=oyE+pw x H). (7.38) 


且 由 (7.3) 式 ，7Y( 避 十 Juv x 再 ) 应 是 一 个 四 维 ( 道 变 ) 向 量 的 空间 分 
基 ， 并 将 其 定义 为 四 维 电 场 向 量 (e*) 的 空间 分 其 ( 见 (7.41) 式 ). 类 
似 地 ， 将 Y( 瑟 ~ so x 醒 ) 定义 为 四 维 磁场 向 基 (he) 的 空间 分 基 { 见 
(7.42) 式 ). 


定义 7.1. 四 维 ( 道 变 ) 向 基 


= ugp (a=0,...,3) (7.39) 


hr =uG (a=0,...,3) (7.40) 
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分 别称 为 四 维 电场 向 量 与 四 维 磁场 向 量 , 其 中 (wg) 、 (Fe8) 及 
(Go) 分 别 由 (5.28) 式 、 (7.16) 式 及 (7.25) 式 给 出 . 

由 (F939) 、(*Gep) 的 表达 式 以 及 四 维 电场 向 量 和 磁场 向 其 的 定 
义 ， 并 注意 到 口 一 e 思 及 B= JH, 立即 可 得 


1 
Er = (wh + wb + vBs), 
CC 


el = 7 + wu Bs -WB, (7.41) 
@ = yb +wWB — ulB;, 
3 一 ?本 十 Bo —wBi 


如 = 2 + Ww Ha + wi Hs), 


hl = YH — wD + wD,, (7.42) 
?= YH2 ~ WD + uiDs, 
h3 = 7yHs— uD + Di. 

由 (7.41) 及 (7.42) 式 容易 看 出 ， 在 加 有 系 中 


er=0, ei=E (i=1,2,3) (7.43) 


P=0, hi=H (i=1,2,3). (7.44) 


下 面 讨论 磁 流 体 ， 即 电导 率 c 非常 大 的 高 温 等 离子 体 ( 见 第 三 章 
和 1). 此 时 ， 可 以 近似 地 取 有 = jio 为 真空 中 的 磁 导 率 .再 进一步 假设 
磁 流 体 是 理想 的 ， 即 无 烙 性 及 热传导 效应 ， 且 0 一 +oo. 因为 电流 了 
总 到 有 限 信 ， 由 《7.38) 式 ， 对 理想 磁 流 体 成 立 


E=-—nuwx H. {7.45) 


再 注意 到 (7.43) 式 ， 就 容易 得 到 在 图 有 系 中 (e*) = 0. 因为 (e*) 为 
一 个 四 维 向 量 ， 所 以 在 一 切 惯性 系 中 均 成 立 


{e°) = 0. (7.46) 


这 样 ， 就 可 以 仅仅 用 四 维 磁场 向 基 (he*) 来 表示 电磁 场 的 能 量 - 动量 
张 量 (Te9). 
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在 轿 有 系 中 ， 轧 = 万 = 0, 利用 (7.43) 式 以 及 (F3) 和 (G"*) 
的 表达 式 (7.16) 和 (7.24), 由 (7.35) 式 可 以 直接 验证 


1 
T7008 = cg FG + 39 oH? 


_ | pohehe, ee 


GE = 全) 


其 中 | = (19)2 一 (如)? 一 (h2)? 一 (让 ) 注意 到 在 固有 系 中 
(ea aa = {0,0, 0,0), (7.48) 
{7.47) 式 又 可 以 改写 为 
1 1 ， 
To8 = 一 Hohah2 十 po(39° — Ba. (7.49) 


由 于 (hD, hh2, 3) 是 一 个 出 维 向 量 , 因此 | 加 | 是 一 个 由 维 标 其 ， 从 
而 (7.49) 式 右 端 就 是 一 个 四 维 《 道 变 ) 张 直 ， 这 个 四 维 张 量 在 固有 系 
中 与 四 维 ( 道 变 ) 张 基 (r“8) 相同 ， 所 以 它 在 一 切 惯性 参考 系 中 均 与 
{798) 相同 , 即 (7.49) 式 对 一 切 惯性 参考 系 成 立 。 (7.49) 式 就 是 理想 
磁 流体 的 电磁 能 基 - 动量 张 量 的 表达 式 ， 将 它 代 入 (7.36) 式 ， 就 给 出 
理想 磁 流 体 的 能 量 一 动量 张 量 的 表达 式 . 


7.4， 相 对 论 理想 磁 流体 力学 方程 组 
由 (7.36) 和 (7.49) 式 ， 理 想 磁 流体 的 能 量 ~ 动量 张 量 可 写 为 


， 1 2 
T% = BR+ p= polhl Yu us 


1 
—(p— atolhl)g 一 Mo (0 6 = 0,...,3), 
(7.50) 


其 中 应 为 流体 的 (不 包括 磁场 能 量 的 ) 固有 内 能 密度 ,而 ho 是 真空 中 
的 磁 导 率 . 
由 此 ， 理 想 磁 流体 的 能 基 和 动 其 守信 方程 组 就 由 下 式 给 出 


BTop 
Ore 


=0 (og=0,.…,3), (7.51) 
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即 
日 ,1 @ 
Bs (H+P ~- Hol ) uous 
1 
—(p— a10lhl?)g®® 一 Hopepe) =0 
(a =0,...,3). (7.52) 


对 于 理想 磁 流 体 , 由 于 成 立 (7.46) 式 , 张 量 ("了 98) 仅 依赖 子 (Re )， 
麦克 斯 韦 方程 组 (7.30) 一 (7.31) 就 化 简 为 (7.31) 式 , 而 (7.30) 式 则 
仅仅 用 来 决定 电流 (j*). 再 注意 到 (7.43) 一 (7.44) 式 ， 由 (*Fe2) 的 
表达 式 (7.17) 可 见 ， 在 固有 系 中 


Hohs， 当 w= 0， 
+ FaB 一 


一 Apohs， 当 有 =0， 
0, 当 a8¥0. 


但 此 时 (u0, ul,u2,u3) = (C0,0,0), 因此 上 式 又 可 写 为 
+Fog = 从 (orj2 — ushe). (7.53) 
由 于 上 式 右 端 是 一 个 二 阶 ( 逆 变 ) 张 量 , 且 它 在 固有 系 中 与 张 基 (*F%6) 


相等 ， 故 (7.53) 式 在 一 切 惯性 参考 系 中 均 成 立 ， 
这 样 ， 对 于 理想 磁 流 体 ， 麦 克 斯 韦 方程 组 取 如 下 简单 的 形式 ， 


Bs (ume — wh)=0 (a=0,..,3). {7.54) 

对 相对 论 磁 流体 力学 ， 除 了 描述 动量 和 能 量 守 便 的 方程 组 (7.52) 
及 麦克 斯 韦 方程 组 (7.54) 外 ,还 须 补充 描述 粒子 数 守 伍 的 连续 性 方 
程 . 该 方程 的 形式 与 站 中 所 讨论 的 无 电磁 场 的 情形 完全 相同 ， 由 下 式 
给 出 ( 见 (5.25) 式 ) 


了 Oo 一 0， (7.55) 


这 儿 为 了 避免 与 电荷 密度 混淆 ， 以 方 表示 流体 的 固有 质量 密度 . 
这 样 ， 我 们 就 得 到 了 由 9 个 方程 组 成 的 相对 论 理想 磁 流体 力学 方 
程 组 (7.52) 、 (7.54) 及 (7.55). 
下 面 对 上 述 方程 组 作 进一步 的 讨论 . 
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首先 说 明 ， 连 续 性 方程 (7.55) 在 经 典 解 存在 的 范围 内 等 价 于 炉 守 
恒 方程 ， 
县 CS5oo =0 (7.56) 
有 .05 
ws =0, (7.57) 


其 中 9 为 固有 系 中 单位 质量 流体 的 精 . 
事实 上 ， 方 程 组 (7.52) 可 以 改写 为 


1 oO, 2 6 1 uu 
BY Fs +p— polhl)w] + B+P polhl uy 
9 1 Ooh? Ohs 
ra3 rn 了 BB a 
BaP ak) ) -pomsah ~ Woh Fp =—0 
{a = 0,1,2,3). (7.58) 


由 (hh?) 的 定义 (7.40) 和 ("G98) 的 反对 称 性 ， 易 知 
wah® = 0. (7.59) 


在 (7.58) 式 两 端 乘 以 wa, 然后 对 a 从 0 到 3 求 和 , 并 注意 到 由 (4.29) 
及 (5.28) 式 ， 有 


2 
Ual? = C0, Ua 


=0 (7.60) 


以 及 (7.59) 式 ， 就 可 将 (7.58) 式 化 为 
0 og 0 1 。 
Ba Holhl?)us) 一 9 “5 一 polh) 
ta Fgh =0, (7.61) 
即 


0 ,. 0 
(位 + 


1 56p Bu Oh® 
us 2 8 
-n(n za + hl Bp + va 守 ) 0. (7.62) 
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在 由 (7.61) 式 得 到 (7.62) 式 的 过 程 中 ， 利 用 了 
8 = go. {7.63) 
麦克 斯 书 方程 组 (7.54) 可 以 写 为 


wj jague pg pau _ 
6 


在 上 式 两 端 乘 以 ha, 然后 对 a 队 0 到 3 求 和 ， 并 注意 到 


hau® =0 (7.65) 


(此 式 可 由 (7.59) 式 立 即 得 出 ), 就 得 到 


1 0)hl? Oup Bue 
8 2 3 一 
证 全 5 ~ hah? Fs = 0 (7.66) 
其 中 加 = 如 ,hi = 一 拓 (i 二 1,2,3). 利用 等 式 (7.65) 易 知 有 
Bue ah Oh 
je = Bd = Uo Ba (7.67) 
于 是 ， (7.66) 式 又 可 以 写 为 
1 sOlhl? Bus Ohe 
二 8 2 8 
2 Bi + lh Bs + dohe Fs = 0. (7.68) 
这 样 ， (7.62) 式 就 化 为 
pe -2s((h + pu ) wa 2 = 0. (7.69) 


上 式 与 $5 中 的 (5.29) 式 完全 一 样 , 于 是 ,利用 85 中 同样 的 推理 ， 若 
连续 性 方程 (7.55) 成 立 ， 则 由 7.69) 式 可 得 炳 守恒 方程 (7.57) 也 成 
立 ; 反之 永 然 . 
其 次 ， 我 们 指出 ， 在 所 得 到 的 理想 磁 流 体力 学 方程 组 的 9 个 方程 
(7.52) 、(7.54) 及 (7.55) 或 (7.57) 中 ， 尚 有 不 尽 如 人 塌 之 处 ， 事 实 
上 ,麦克 斯 书 方程 组 (7.54) 中 的 第 0 个 方程 (相应 于 a = 0) 为 


[3 
5 — vik?) = 0, (7.70) 
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其 中 , 按照 约定 , 上、 下 指标 中 相同 的 拉丁 字母 表示 关于 该 指标 从 1 到 
3 求 和 . 方程 (7.70) 中 不 含有 关于 z0 ( 即 关于 共 的 偏 导数 ， 从 而 不 
是 一 个 发 展 型 的 方程 ， 此外， 由 上 述 方程 组 得 到 的 解 是 否 满足 {7.59) 
式 ， 仍 是 一 个 问题 ， 为 了 避 开 由 此 引起 的 麻烦 ， 我 们 先 证 明 以 下 的 结 
果 . 


引 理 7.2。 方程 (7.70) 可 化 为 对 初始 条 件 的 要 求 ， 即 若 (7.70) 
式 在 10 一 0 时 成 立 ， 则 对 一 切 20 ER 均 成 立 . 


证 明 ”麦克 斯 书 方程 组 (7.54) 的 后 三 个 方程 (相应 二 a 一 1,2, 3}) 


为 
日 io0 0p Oi pi , 
Ban 一 N+ Ban -wh)=0 (i=1,2,3). (7.71) 


将 上 式 对 x! 求 偏 导数 ， 并 对 i 从 工 到 3 求 和 和， 就 得 到 


高 (RA 一 oo = 0. (7.72) 


由 此 易 得 引 理 的 结论 、 


这 样 , 我 们 就 得 到 由 动量 与 能 量 守恒 方 程 组 (7.52) 、 麦克 斯 韦 方程 
组 (7.54) 中 相应 于 a = 1,2,3 时 的 三 个 方程 以 及 连续 性 方程 {7.55) 
或 箭 守恒 方程 (7.57) 共 8 个 方程 组 成 的 理想 磁 流 体力 学 方程 组 .再 注 
意 到 1 = cy 及 由 (7.59) 式 有 


ho = RO + vah? + vah3). (7.73) 


士 述 方程 组 中 独立 的 末 知 函数 可 取 为 办， v2， v3, hh2, ja 以 及 两 个 
热力 学 状态 变量 , 其 总 数 也 是 8 个 , 这 样 ， 上 述 8 个 方程 构成 一 个 封闭 
的 方程 组 . 较 之 第 三 章 84 中 讨论 的 非 相 对 沦 理想 磁 流体 力学 方程 组 ， 
我 们 有 更 多 的 理由 断定 这 个 方程 组 是 双 曲 型 的 ， 但 严格 的 数学 结论 ， 
还 有 待 于 进一步 讨论 ， 
习 题 
1. 证 明 在 洛 伦 效 变换 下 波动 方程 
Ou 


Bi Au=0 
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的 形式 保持 不 变 . 

2. 证 明 逆 三 角形 不 等 式 (3.17). 

3. 证 明 ， 在 闵可夫 斯 基 四 维 时空 M 中 ， 洛 伦 兹 变换 一 定 是 正 交 
变换 . 

4. 设 4 为 闵可夫 斯 基 四 维 时 空 M 中 线性 变换 上 的 系数 矩 降 . 
证 明 上 为 正 交 变换 的 充 要 条 件 为 


1 1 


一 1 一 


5. 一 超 音 速 飞机 以 速度 vy = 3 x 10-sc 飞行 . 阿 该 飞机 飞行 多 长 
时 间 ， 才 能 使 它 的 时 钟 比 地 球 上 的 时 钟 德 一 秒 ? 
6. 设 有 一 固有 长 度 为 io 的 杆 ， 在 惯性 系 及 中 取向 平行 于 畏 ， 
并 以 速度 " 沿 z 轴 正 向 运动 ， 又 设 惯性 系 及 相对 于 KK 以 速度 T 治 
Zz 轴 正 向 运动 ， 求 在 惯性 系 四 中 测 得 的 杆 长 了 

7. 验证 (3.22) 式 . 

8. 设 一 粒子 在 惯性 系 下 的 zy 平面 内 以 速度 ， 沿 与 z 轴 夹 角 为 
8 的 方向 运动 , 又 设 惯性 系 天 相对 于 玉 以 速度 了 洛 z 轴 正 向 运动 
求 粒子 相对 于 下 系 的 速度 节 以 及 其 运动 方向 与 开 轴 的 夹 角 如 

9. 车 一 个 粒子 的 动量 是 其 非 相对 论 动 革 ?mov 的 两 倍 ， 其 中 fmo 
为 粒子 的 静止 质 基 ， 问 该 粒子 的 速度 u 是 多 少 ? 

10.， 设 电子 的 速度 ! 一 0.99c, 静止 质量 mo 一 9.1 x 10-31 kg， 
计算 该 电子 的 动能 ， 并 与 用 经 典 牛顿 力学 计算 的 动能 进行 比较 . 

11. 设 有 一 静止 质量 为 mo 的 静止 粒子 ， 受 到 一 个 能 量 为 Q 的 光 
子 的 碰 擅 ， 并 将 光子 吸收 , 求 新 粒子 的 速度 v 、 质 量 Mg 、 静 止 质量 
ado 和 动能 Ei. 

12. 利用 欧 拉 方 程 (5.40) 证 明 , 在 定常 流动 中 ，- 上 二 2_ 


省 流 
np 1 万 


线 保持 不 变 ， 即 成 立 


习 题 229 


13. 考察 带电 粒子 在 电磁 场 中 的 运动 ， 设 粒子 的 静止 质 基 为 ao， 
其 电荷 9 不 随 粒子 的 运动 状态 而 变 ， 在 经 典 牛 顿 力 学 中 ， 粒 子 的 运动 
方程 为 


dg 
mo = 4(E+v x B) 


qd 经 
(其 中 洛 伦 兹 力 的 表达 式 见 第 一 章 (3.19) 式 ). 证 明 : 在 相对 论 力学 中 ， 
上 述 方程 应 由 下 述 方程 组 代替 ， 


dz pL 

王 = (ma 十 互 ) 3p(= ©), 
dp 

二 = gE+v x B), 


其 中 心 及 2 分 别 表示 粒子 的 速度 与 动 其 ， 

14. 在 气体 分 子 运动 论 中 ， 以 动 基 p 代替 速度 wy 作为 变量 ， 并 以 
Tb 2,p) 表示 粒子 的 分 布 苗 数 ， 建 立 了 伏 拉 索 夫 - 麦克 斯 书 方程 组 
( 见 第 八 章 87). 试 导出 该 方程 组 的 下 述 相对 论 形式 ， 

of 


本 +?' Vf+aABtvxB). Vof =0, 


pl 四 =9 人 Ampjdp 
Ht 2) = 9 f vfs, pdp, 


其 中 吾 , B, p 及 j 满足 标准 的 麦克 斯 韦 方 程 组 ( 见 第 一 章 83). 

15. 证 明 ， 习 题 14 中 伏 拉 索 夫 方程 (第 一 个 方程 } 的 特征 线 ， 恰 
由 习题 13 中 的 方程 组 给 出 

16、 由 第 二 章 (1.90) 一 (1.92) 给 出 的 经 典 的 一 维 理想 流体 力学 方 
程 组 ， 已 知 其 特征 值 为 


AM=u—6 MM=u MM=ute, 
其 中 c 为 局 部 音速 ， cz = 2 ( 兄 第 二 音 (1. 1 区 证 明 ， 
入 为 线性 退化 , 而 Ai 及 和 pena 2 训 定 号 {在 


应 用 上 真正 有 意义 的 情况 为 久 > 0). 
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17. 设 D 二 02e, 其 中 上 一 5， 而 4 为 小 于 e 的 正常 数 ， 写 出 此 
时 由 两 个 方程 组 成 的 一 维 相 对 论 理想 流体 力学 方程 组 ， 计 算 相应 于 该 
方程 组 的 广义 特征 值 与 广义 特征 向 量 ， 并 证 明 其 广义 特征 值 为 真正 非 

18. 取 (wv2, v3,E.5) 为 未 知 函 数 ， 给 出 由 欧 拉 方程 (5.40) 、 
守 全 律 方程 (5.19) 及 六 方程 (5.38) 构成 的 一 阶 偏 微分 方程 组 的 抢 阵 
形式 . 

19. 对 习题 18 中 给 出 的 一 阶 偏 微分 方程 组 ,计算 其 相应 的 广义 特 
征 值 与 广义 特征 向 量 ， 并 讨论 其 数学 结构 ， 

20. 证 明 : 对 由 (7.17) 式 给 出 的 张 直 (Fc9), 其 对 偶 张 其 (*Fe9) 
也 是 一 个 二 阶 (六 变 ) 张 量 . 

21, 证 明 1H? 一 eE? 为 一 个 四 维 标量 

22， 利 用 (Fe8) 的 表达 式 及 二 阶 ( 道 变 ) 张 其 的 定义 ， 证 明 在 由 
(2.22) 式 给 出 的 洛 伦 兹 变换 下 ， 电 场 强度 巴 与 磁 感 强度 吾 分 别 按 以 
下 规律 变换 : 


E = yp- Hy— Dt E)v+ ~»(v x B), 
2 1 
B = 7B-0-1D)s(.Bv -7(v x BE). 
23. 利用 连续 性 方程 (7.55) 和 麦克 斯 书 方程 组 (7.54), 证 明 


p20 (RY he Qu? 二 ue Oe 
p por? poOrs 


{a = 0,..…,3). 


这 是 磁场 线 “ 冻 结 ” 原理 ( 见 第 三 章 (3.13) 式 ) 在 相对 论 磁 流 体力 学 中 
的 相应 形式 . 
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81. 量子 力学 的 建立 


至 19 世纪 末 , 经 典 物 理学 《牛顿 力学 、 电 动力 学 、 热 力学 及 统计 物 
理 ) 的 理论 已 发 展 到 相当 完善 的 地 步 . 物理 学 家 中 普遍 存在 着 一 种 乐观 
情绪 , 认为 物理 学 中 所 有 重大 的 理论 问题 均 已 得 到 解决 , 剩 下 的 只 是 一 
些 细 枝 末 节 的 问题 英国 著名 的 物理 学 家 开尔文 励 画 (Lord Kelvin) 
在 1900 年 就 曾 说 过 这 样 的 话 : 科学 这 艘 船 ,在 战胜 大 量 的 “水 下 暗 克 ” 
和 “ 溜 烈 风暴 ” 之后， 终于 驶 进 了 宁静 的 海湾 ， 所 有 重要 的 问题 都 已 得 
到 解决 ， 剩 下 的 只 是 更 详细 地 解释 一 些 细节 ， 以 及 反复 审核 局 部 问题 
了 


然而 ,就 在 这 种 充满 乐观 的 气氛 中 , 潜伏 着 经 典 物理 学 的 危机 ， 孕 
育 着 物理 学 的 革命 .在 这 断 革 命中 狂 生 了 现代 物理 学 的 两 个 基本 理论 
体系 : 相对 论 和 量子 力学 ， 关 于 相对 论 的 产生 以 及 (狭义 ) 相对 论 的 基 
本 内 容 已 在 上 章 作 了 介绍 , 本 章 将 介绍 量子 力学 的 基本 内 容 , 并 着 重 讨 
论 量子 力学 的 基本 方程 , 薛 定 请 (Schr6dinger) 方程 和 狄 拉克 (Dirac) 
方程 组 . 

首先 ， 我们 简单 地 说 明 ， 既然 19 世纪 末 经 典 物理 学 几乎 达到 完美 
的 程度 ， 那 么 是 什么 原因 促使 了 量子 力学 的 诞生 呢 ? 这 是 因为 随 着 科 

与 技术 的 发 展 ， 当 时 在 科学 实验 中 出 现 了 一 些 新 的 物理 现象 ， 而 经 
典 物 理学 在 解释 这 些 现 象 时 却 遇 到 了 不 可 克服 的 困难 . 这 些 困 难 主要 
出 现在 黑体 辐射 、 光 电 效 应 及 原子 光谱 等 问题 中 .一 些 科 学 家 为 解释 
这 些 现象 所 作 的 种 种 尝试， 促进 了 基 子 力学 的 产生 . 


1.1. 黑体 辑 射 和 普 朗 克 (IM.Plank) 的 量子 论 

褒 金 高 温 测 其 技术 及 天 文学 等 方面 的 需要 推动 了 热 辐射 的 研究 . 
所 谓 热 辐射 是 指 物 体 由 于 其 温度 超过 绝对 零度 而 发 出 的 电磁 辐射 到 
19 世纪 末 ， 人 们 已 经 认识 到 热 辐射 与 光 辐 射 都 是 电磁 波 ， 任 何 物体 都 
向 周围 发 出 热 辐射 , 同时 也 吸收 外 界 的 热 辐射 . 假设 一 个 物体 只 以 热 辆 
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射 的 方式 与 周围 进行 热 节 交 换 ， 当 它 与 周围 环境 处 于 热平衡 状态 时 ， 
必然 以 同样 的 速率 发 射 及 吸收 热 辑 射 ， 容 则 热平衡 就 会 章 到 破坏 ， 一 
个 重要 的 问题 是 研究 物体 在 热平衡 时 热 辑 射 的 能 若 在 不 同 频率 范围 中 
的 分 布 问题 . 由 十 热 辐射 产生 的 电磁 波 的 波谱 非常 复杂 ， 且 与 辐射 体 
的 物质 种 类 及 表面 状态 有 关 ， 作 为 一 种 理想 状态 ， 物 理学 家 研究 能 全 
部 吸收 入 射 热 辑 射 的 物体 ， 称 为 黑体 . 对 于 黑体 , 在 达到 热平衡 时 ,其 
热 辆 射 的 波谱 与 物质 种 类 及 表面 状态 均 无 关 ， 而 只 依赖 于 湿度， 这 就 
为 热 辐射 波谱 的 研究 带 来 很 大 方便 . 真正 的 黑体 是 不 存在 的 . 但 在 
个 空 腔 上 并 一 个 小 孔 { 见 图 1), 只 要 小 孔 的 面积 与 整个 腔 壁 面积 相 比 
非常 小 , 这 种 空 腔 即 可 视 为 黑体 , 而 小 孔 处 就 是 黑体 的 表面 . 事实 上 ， 
由 小 孔 进入 腔 内 的 热 辐射 再 从 小 孔 锡 出 的 可 能 性 极 小 ， 最 终 将 几乎 完 
全 为 腔 壁 所 吸收 . 


现 考察 茶 个 具有 确定 温度 的 黑体 在 达到 热平衡 时 ， 其 热 辆 射 能 革 
密度 到 随 频 率 v 的 分 布 情况 ， 这 里 以 dy 表示 单位 体积 发 射 的 、 频 
率 在 (vv 十 dv) 间 的 辐射 能 其 ;实验 得 到 的 辐射 能 最 密度 已 , 随 频 率 
的 变化 规律 如 图 2 中 实 线 所 示 . 但 是 瑞 利 (J. W. Rayleigh) 和 金 斯 
《J. 了 . Jeans) 在 20 进 纪 初 ， 根 据 经 典 电动 力学 和 统计 物理 理论 所 得 
到 的 黑体 辐射 公式 为 


已 = SAT, GD 
其 中 c 为 光速 ， 人 了 为 绝对 温度 ， 大 =- 1.38 x 10-23 J/K 为 至 尔 起 有 
常量 ，(1.1) 式 也 称 为 瑞 利 - 爹 拓 公式 ,其 图 像 用 图 2 中 的 虚线 表示 
由 图 2 可 见 ， 在 低频 部 分 ， 由 英利 - 金 斯 公式 给 出 的 结果 与 实验 明 线 
比较 符合 ,但 在 高 频 部 分 ,两 条 曲线 的 差异 却 十 分 明显 ， 此外， 按 瑞 利 
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一 金 斯 公式 ， 当 z 一 se 时 ， 已 , 单调 地 趋向 于 无 穷 大 这 将 导致 荡 雇 
的 结论 : 能 起 将 不 断 地 辐射 到 电磁 场 中 , 而 且 随 着 频率 的 增高 ， 辐 射 的 
能 量 印 来 愈 大 ,因此 所 有 能 量 痢 会 被 辐射 完 . 这 就 是 所 谓 “紫外 灾难 , 
这 - -结论 也 有 人 悖 于 人 们 的 常识 . 常识 告诉 我 们 , 在 给 定 的 温度 下 , 热 辐 
射 能 其 密度 的 最 大 信和 总 出 现在 有 限 的 频率 上 ,也 就 是 与 人 们 所 见 的 热 
辐射 物体 的 颜色 相应 的 频率 上 ,例如 灼热 的 火 钳 是 红色 的 ， 太 阳 是 黄 
白色 的 等 等 . 


a 


图 2 


几乎 与 上 述 工作 同时 ,在 维 恩 (W. Wien) 的 半 经 验 公 式 ( 维 恩 因 
此 获 1911 年 度 诺 贝尔 物理 学 奖 ) 的 基础 上 ， 普 朗 克 提出 了 -~- 个 现在 以 
他 的 名 字 命名 的 公式 : 
cm3 
为 = 太守 (1.2 
其 中 C1, ca 为 正常 数 ， 普 朗 克 公式 不 但 形式 简单 ， 而 且 与 实验 数据 符 
合 得 很 好 . 人 们 认为 , 这 绝 非 偶然 ,在 这 个 公式 中 一 定 蕴藏 着 一 个 非常 
重要 但 尚未 被 扬 示 的 科学 原理 ， 经 过 两 个 月 的 努力 ， 普 朗 克 提出 了 一 
个 大 胆 的 革命 性 的 “量子 ”假设 : 对 于 一 定 频率 ” 的 辐射 , 物体 只 能 以 
最 小 能 量 单位 < 的 整数 倍 吸 收 或 发 射 ， 这 就 是 说 ， 吸 收 或 发 射电 磁 辐 
射 只 能 以 “量子 ”的 形式 进行 ,而 “量子 ”的 能 量 


e= hy, (1.3) 


其 中 及 6.6256 x 10-34 J.s, 称 为 普 谓 克 常量 . 利用 这 一 假设 , 普 朗 
亮 出 色 地 从 理论 上 导出 了 他 的 黑体 辐 庙 公 式 (1.2). 电磁 能 量 的 辐射 只 
能 以 分 立 的 、 不 连续 的 方式 进行 普 朗 克 提出 的 这 一 思想 , 在 经 典 物理 
中 是 无 法 理解 的 ， 他 本 人 也 曾 设法 从 经 典 理论 中 寻找 这 种 能 量 量子 化 
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的 依据 ， 但 无 疑 均 以 失败 而 告终 ， 而 他 的 这 一 大 胆 的 假设 恰 成 了 预示 
其 子 理论 延生 的 曙光 ， 普 朗 克 因为 这 一 贡献 而 获得 1918 年 度 的 诺 由 


1.2. 光电 效应 和 爱 因 斯 坦 的 光量 子 说 

金属 表面 被 光线 照射 时 发 出 电子 的 现象 称 为 光电 效应 , 发 出 的 电 
子 称 为 光电 子 . 发 生 这 ~- 现 象 的 原因 是 电磁 波 将 能 莉 传 给 金属 中 的 电 
子 ， 使 电子 移出 金属 表面 这 一 现象 是 灰 兹 ( 开 , Hertz) 在 1887 年 发 
现 的 . 

实验 表明 , 为 使 光电 效应 发 生 , 照射 光 的 频率 有 一 个 临界 信 vo: 当 
照射 光 的 频率 y < vo 时 ,无 论 光 的 强度 多 大 ,都 不 能 使 电子 移出 金属 
表面 . 此 外 , 逸 出 的 光电 子 的 动能 与 照射 光 的 强度 无 关 ， 却 与 照射 光 的 
频率 v 成 正比 ， 照射 光 的 强度 只 影响 到 光电 流 的 强度 ， 即 单位 时 间 内 
从 金属 表面 单位 面积 上 逸 出 的 光电 子 数 ， 

这 一 实验 事实 ,又 是 经 典 物理 学 无 法 解释 的 , 按 经 典 的 电磁 理论 ， 
电磁 波 的 能 基 只 决定 十 其 强度 (振幅 的 平方 , 见 第 一 章 84); 强度 越 大 ， 
电磁 波 的 能 基 越 大 ， 因 此 ， 不 论 频率 如 何 ， 只 要 用 足够 强 的 光照 射 仿 
属 ， 就 应 有 许多 电子 高 速 逸 出 表面 ， 但 实验 的 结果 却 并 非 如 此 ， 

为 了 解释 光电 效应 ， 爱 因 斯 坦 于 1905 年 提出 了 光量 子 假设 : 频 
率 为 的 光 , 由 能 基 为 hv 的 一 群 微粒 组 成 . 这 种 微粒 称 为 光子 或 光 
量子 , 而 每 个 光世 子 的 能 量 为 


bE= hv, (1.4) 


其 中 有 为 普 朗 克 常 晤 ， 当 光量 子 撞击 金属 表面 时 ， 金 属 中 的 一 个 电子 
可 以 获得 它 的 全 部 能 其. 
利用 爱 因 斯 坦 的 光 晤 子 假 设 ， 光 电 效 应 问题 便 迎 刃 而 解 . 设 一 个 
电子 从 金属 中 逸 出 需要 的 能 是 为 W. 那么 ， 只 有 
hv>W (1.5) 


时 ， 才 有 电子 逸 出 ， 设 和 逸 出 电子 的 速度 为 0, 就 成 立 


1 
2m =hv—W, (1.6) 


其 中 mm 为 电子 的 质 基 ， 当 Vv < 1 = W/h (临界 频率 ) 时 ， 电 子 无 法 
克服 金属 表面 的 束缚 从 金属 中 揭 出 . 
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光量 子 理论 后 来 在 1922 一 1923 年 间 由 关于 X 射线 散射 的 康 普 顿 
(A. 再 Compton)- 吴 有 训 效 应 进一步 得 到 证 实 . 

爱 因 斯 坦 的 光 其 子 理 论 一 方面 指 #f 了 电磁 能 其 的 不 连续 性 (由 分 
立 的 光臣 子 组 成 ), 也 指出 了 光 本 身 由 粒子 组 成 (尽管 这 正 是 牛顿 在 两 个 
多 世纪 前 所 坚持 的 , 但 决 不 是 牛顿 微粒 说 的 入 单 回 归 )， 但 我 们 知道 , 变 
克 斯 韦 与 赤 花 曾 指 出 光 古 电磁 波 ( 见 第 一 章 ), 这 一 说 法 也 已 为 许多 实 
验 所 证 实 ， 因 此 ， 光 应 该 既是 粒子 又 是 波 . 不 仅 如 此 ,根据 爱 因 斯 坦 的 
光量 子 假设 , 我 们 还 可 以 建立 起 光子 动 景 与 光波 波长 之 间 的 关系 . 事实 
上 , 光子 的 运动 速度 就 是 光速 c, 由 相对 论 中 的 爱 因 斯 坦 公式 EE 一 mc? 
( 见 第 九 章 (4.27) 式 ) 知 ， 光 子 的 动量 了 = 忆 /c. 注意 到 (1.4) 式 , 就 
得 到 光子 的 动量 p 与 波长 和 (= 5) 之 间 成 立 如 下 的 关系 : 


P= (1.7} 

这 个 关系 式 给 出 了 粒子 与 波 这 两 个 看 起 来 截然 不 同 的 概念 之 间 的 联 
系 ， 而 粒 于 与 波 这 两 个 概念 的 统一 正 是 鞭子 力学 的 基本 特征 之 一 . 

年 轻 的 爱 因 斯 坦 于 1905 一 1906 年 间 在 德国 最 有 声望 的 物理 杂 
志 《 物 理学 年 鉴 》 一 连 发 表 了 四 篇 划时代 的 论文 ， 其 中 第 一 篇 就 是 
于 光电 效应 的 讨论 ， 其 中 引进 了 光量 子 的 概念 ， 第 四 篇 讨论 分 子 布朗 
(Brown) 运动 的 数学 理论 ， 第 二 和 第 三 篇 我 们 在 第 九 章 中 已 经 提 及 ， 
是 关于 狭义 相对 论 的 ， 正 是 这 第 一 篇 关于 光电 效应 的 论文 使 他 获得 了 
1921 年 度 的 诺 贝尔 物理 学 奖 . 


1.3. 原子 光谱 和 玻 尔 (N., Bohr) 的 扎 原 子 模型 
将 谱 分 析 始 于 牛顿 ， 后 来 不 同 的 元 素 所 特有 的 谱 线 便 被 用 来 作 微 
景 元 素 的 成 分 分 析 ， 1885 年 瑞士 物理 学 家 巴 耳 末 (Balmer) 发 现 氢 


原子 的 可 见 光 光谱 的 波 数 满足 如 下 规律 , 


1 1 1 
-Rs ( 立 - 雯 )， R= 3,4,., (1.8) 
其 中 入 是 波长 ， RR 称 里 德 伯 (Rydberg) 常量 , 其 值 为 

Ry = 1.096776 x 107/m. (1.9) 


适合 (1.8) 式 的 谱 线 称 为 巴 耳 末 系 . 
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巴 耳 末 公 式 (1.8) 与 观测 结果 惊人 地 符合 ， 但 利用 经 典 的 牛顿 力 
学 和 麦克 斯 韦 电磁 理论 却 无 法 解释 上 述 光 谱 为 什么 不 是 连续 分 布 而 却 
是 离散 的 . 

氨 原 子 由 质子 与 电子 梅 成 ， 按 牛 顿 方 学 和 麦克 斯 韦 电磁 场 理论 ， 
电子 不 可 能 像 地球 绕 太阳 旋转 那样 绕 质 子 永远 稳定 地 旋转 ， 因 为 电子 
围绕 项 子 旋转 是 加 速 运动 ， 而 按 经 典 电动 方 学 ， 在 带电 粒子 作 加 速 运 
动 时 , 要 伴随 着 发 射电 磁 波 . 这 样 , 电子 将 由 于 不 断 辐 射 而 损失 能 量 ， 
轨道 半径 会 不 断 缩小 ， 最 终 会 落 到 质子 上 ( 见 图 3)， 这 当然 不 符合 所 
原子 在 正常 状态 下 不 发 出 辐射 并 且 是 稳定 的 事实 . 


此 外 ， 按 经 典 的 辐射 理论 ， 电 子 所 发 射电 磁 波 的 频率 与 电子 绕 核 
运动 的 周期 有 关 ， 妍 热 按 上 述 模型 ， 电 子 绕 质子 旋转 的 频率 将 越 来 越 
高 , 而 且 是 连续 变化 的 ,电子 所 发 出 的 电磁 波 ， 其 频谱 也 应 是 连续 的 . 
这 与 前 述 实验 结果 也 不 符合 ， 

为 了 解释 氢 原 子 的 稳定 性 和 可 见 光谱 的 离散 性 ， 年 轻 的 丹麦 物理 
学 家 玻 尔 (N. Bohr) 子 1913 年 巧妙 地 利用 普 朗 克 关系 ， 提 出 了 和 如 下 
的 氧 原子 模型 . 

假设 工 电子 只 能 沿 着 一 组 特殊 的 圆 形 轨道 运动 ， 沿 这 一 特殊 轨 
道 运 动 的 电子 处 于 稳定 状态 ( 定 态 ), 不 吸收 也 不 发 出 光 (电磁 波 ). 在 这 
种 稳定 的 轨道 上 运动 的 电子 的 角 动 基 只 能 是 户 = 有 /2 的 整数 倍 ， 即 


mur 一 nh, n=1,2,..., (1.10) 
这 里 m 、v 及 7 分 别 表 示 电 子 的 质 其 、 运 动 速 度 和 轨道 半径 ， 刻 就 
是 前 面 引进 的 普 朗 克 常 基 . 


假设 2 ”只 有 电子 从 一 个 稳定 罗 道 跃迁 到 另 一 个 稳定 轨道 时 ， 才 
发 生 光 的 发 射 和 豚 收 ， 设 跃迁 前 后 电子 的 能 量 分 别 为 轧 ,, 和 轧 ,, 则 发 
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射 或 吸收 光 的 频率 为 
[En — En 
“TR 


在 Em > En 时 发 射 光 ， 在 Em < Bn 时 吸收 光 ， 

残 尔 利用 这 两 条 假设 成 功 地 解释 了 氢 原 子 的 稳定 性 和 氨 原 子 光谱 
的 离散 性 ， 且 据 此 计算 出 的 里 德 伯 常 景 的 信 与 光谱 学 中 给 出 的 值 相 当 
符合 ， 改 尔 根据 这 两 条 假设 还 预言 在 紫外 区 还 存在 另 一 个 线 系 ， 就 在 
作出 该 预言 的 第 二 年 (1914 年 ), 此 线 系 果然 被 本 曼 (C. V, Lyman) 
观测 到 . 正 尔 在 这 些 假设 中 首先 提出 的 原子 能 量 量 子 化 以 及 量子 跃迁 
的 思想 至 今 仍然 是 正确 的 ， 琉 尔 的 理论 取得 了 巨大 的 成 功 ， 他 为 此 获 
得 了 1922 年 度 的 诺 贝 尔 物理 学 奖 . 

玻 尔 的 理论 最 然 在 许多 问题 上 都 很 成 功 ， 但 人 们 很 快 就 发 现 了 它 
的 局 限 性 . 这 个 理论 不 能 说 明 为 什么 存在 原子 的 这 些 稳定 状态 . 同时 ， 
玻 尔 的 假设 虽然 能 漂亮 地 解释 氨 原 子 光谱 , 但 在 解释 复杂 原子 (甚至 氨 
原子 ) 的 光谱 时 就 遇 到 了 极 大 的 困难 . 此 外 ， 琉 尔 的 理论 只 能 处 理 简单 
的 周期 运动 ， 对 于 非 束 缚 态 问题 ， 例 如 散射 问题 则 无 能 为 力 ， 尽管 如 
此 , 琉 尔 的 这 - -现在 被 称 为 “上 基 子 论 ” 的 杰出 工作 对 量子 力学 的 建立 
起 了 重要 的 作用 . 


(1.11) 


1.4. 德 布 风 意 (de Broglie) 的 物质 波 假 设 

经 典 鲍 理学 对 世界 的 认识 可 以 概括 为 ,字符 主 要 有 两 种 容 体 -一 
微粒 和 场 (或 波 ). 微粒 的 运动 遵循 牛顿 定律 ， 而 电磁 场 服从 疲 克 斯 韦 
方程 组 ， 爱 因 斯 坦 的 光量 子 理论 已 说 明 电 磁 波 具有 粒子 性 ， 反 过 来 ， 
粒子 是 否 具有 波动 性 呢 ? 

1924 年 ， 年 轻 的 法 国 贵 族 、 具 有 洞察 力 的 物理 学 家 德 布 罗 意 (L. 
de Broglie) 在 他 的 博士 论文 中 对 这 一 问题 给 出 了 肯定 的 回答 . 他 认为 
波 与 粒子 共存 决 不 仅 局 限于 爱 因 斯 坦 研 究 过 的 光 的 情况 ， 而 应 推广 到 
所 有 粒子 . 他 指出 爱 因 斯 坦 关于 光量 子 的 公式 (1.4) 和 (1.7) 对 任何 
物质 粒子 都 是 成 立 的 ， 即 `- 个 能 量 为 已、 动量 为 p 的 物质 粒子 同时 也 
具有 波动 性 ， 且 其 频率 v 与 波长 入 分 别 由 能 二 忆 和 动量 p 按 以 下 关 
系 决定 : . 


v= 二 ，A 和 A=, (1.12) 


德 布 罗 意 称 由 上 式 确 定 的 波 为 物质 波 、 
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德 布 罗 意 利 用 物质 波 的 概念 将 经 典 物 理学 中 关于 两 种 主要 客体 ( 物 
质 存在 的 两 种 形式 ) 的 理论 统 - -了 起 来 , 他 还 将 玻 尔 理论 中 的 原子 定 态 
和 驻 波 相对 应 ， 解 释 了 电子 角 动 其 基 子 化 的 问题 设 电子 运动 轨道 半 
径 为 ", 其 轨道 长 度 就 是 2r7. 电子 绕 原 子 核 旋转 一 周 后 ， 要 使 驻 波 恰 
好 能 够 沁 滑 地 连接 起 来 ， 就 要 求 圆周 长 是 波长 和 的 整数 倍 ， 即 成 立 


27rr 一 PA， 人 一 1 2 {1.13) 


出 此 解 得 入 = 2rr/m, 再 代入 (1.12) 的 第 2 式 , 就 得 到 p = nh/2nr， 
即 
rp=ni, n=1,2.... (1.14) 


这 就 是 鼻 尔 的 角 动 其 鞭子 化 条 件 (1.10). 
就 在 德 布 罗 意 提出 物质 波 理 论 三 年 以 后 (1927 年 ), 物质 粒子 的 波 
动 性 由 戴 维 孙 (C. Davisson) 和 革 末 (L. Germer) 的 电子 衍射 实验 所 
证 实 ， 这 个 实验 还 验证 了 德 布 罗 意 关系 式 入 == hh/p 的 正确 性 ， 
既然 物质 粒子 都 具有 波动 性 ， 为 什么 在 通常 条 件 下 的 宏观 物体 显 
示 不 出 波动 性 呢 ? 设想 质量 为 1 克 的 子弹 以 速度 100 m/s 射出 由 
(1.12) 的 第 2 式 可 以 计算 出 相应 的 物质 波 的 波长 入 = 6.6 x 10-33 m. 
由 于 波长 非常 之 短 ， 在 通常 条 件 下 ， 宏 观 物体 不 会 显示 出 波动 性 . 
德 布 罗 意 关上 物质 波 的 理论 使 他 获得 了 1929 年 度 的 诺 贝 尔 物理 
学 奖 ， 他 也 是 迄今 为 止 极 少数 几 个 以 博士 论文 获得 诺 员 尔 物 理学 奖 的 
年 轻 人 之 一 ， 而 且 是 最 早 的 一 个 , 


1.5. 量子 力学 的 建立 

其 子 力学 的 理论 是 在 1925 一 1928 年 这 段 时 期 里 建立 起 来 的 . 

1925 年 , 海 森 堡 (W,. Heisenberg) 发 表 了 题 为 “关于 运动 与 力学 
的 关系 的 量子 理论 解释 ”的 论文 .他 一 方面 继承 了 早期 量子 论 中 的 全 
理 内 核 ， 如 原子 能 量 的 基 子 化 等 ， 同 时 又 据 弃 了 早期 量子 论 中 -- 些 没 
有 实验 根据 的 内 容 ， 如 电子 轨道 的 概念 等 ， 他 强调 任何 物理 理论 只 应 
讨论 物理 上 可 观测 的 量 ， 并 从 物理 上 可 观测 的 量 出 发 ， 颖 予 每 一 个 物 
理 其 以 一 个 无穷 阶 的 ) 矩阵 ， 创 立 了 现在 称 之 为 给 阵 力学 的 量子 力 
关 理 论 ， 并 因此 而 获得 1932 年 度 的 诺 贝 尔 物理 学 奖 ,在 建立 矩阵 力学 
的 过 程 中 ， 和 性 尔 的 思想 起 了 重要 的 作用 . 

1926 年 ,奥地利 物理 学 家 莅 定 户 {EE. Schr6dinger) 进一步 推广 
了 德 布 罗 意 物质 波 的 概念 ， 找 到 了 其 子 体系 下 物质 波 满足 的 运动 方程 
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一 莅 定 调 方 程 , 建立 了 后 来 称 为 波动 力学 的 量子 力学 理论 ， 并 因此 
而 获得 1933 年 度 的 诺 贝 尔 物理 学 奖 . 利用 他 建立 的 偏 微分 方程 ， 莅 定 
证 成 功 地 解决 了 氢 原 子 光谱 等 一 系列 重大 问题 ， 紧 接着 苹 定 记 还 证 明 
了 : 虽然 矩阵 力学 与 波动 力学 用 以 表达 的 数学 手段 不 同 ， 但 二 者 是 等 
价 的 (这 种 等 价 性 ， 现 在 从 希 尔 伯 特 (D. Hilbert) 空间 线性 算 子 理论 
的 角度 来 看 , 应 该 说 是 很 自然 的 ). 也 还 是 在 1926 年 , 玻 畦 (M. Born) 
给 出 了 苹 定 证 波动 力学 中 波 函 数 的 概率 解释 ， 他 为 此 获得 了 1954 年 
度 的 庶 贝 尔 物理 学 奖 . 
1927 年 , 海 森 堡 提出 了 著名 的 测 不 准 原理 , 现在 也 称 为 不 确定 关 
系 . 至 此 ， 就 基本 完成 了 目前 形式 的 非 相 对 论 贡 子 力学 ， 
928 年 ， 杰 出 的 英国 物理 学 家 狄 拉克 (P. A. M. Dirac) 发 表 了 
题 为 “电子 的 量子 理论 ”的 论文 ， 把 狭义 相对 论 引 入 量子 理论 ， 葛 定 了 
相对 论 其 子 力学 的 基础 并 因此 而 获得 1933 年 度 的 诺 贝尔 物理 学 奖 . 
这 样 ， 就 基本 完成 了 量子 力学 的 理论 体系 . 
作为 20 世纪 物理 学 两 个 最 重要 的 成 就 之 一 的 量子 力学 ， 对 现代 物 
理学 以 及 整个 人 类 文明 产生 了 巨大 的 影响 ， 现 在 没有 哪 一 个 现代 物理 
学 分 支 以 及 有 关 的 交叉 学 科 能 够 离开 量子 力学 这 个 基础 ， 基 子 力学 的 
规律 制约 着 晶体 管 和 集成 电路 的 性 态 ， 而 这 些 正 是 种 种 电子 设备 诸如 
电视 计算 机 的 基本 元 件 ; 它 也 是 现代 化 学 和 生物 学 的 基础 . 物理 科学 
中 尚未 让 量子 力学 进入 的 唯一 领域 是 引力 场 和 字 害 的 大 尺度 结构 .而 
将 其 子 理论 或 其 更 高 级 的 形式 一 量子 场 论 和 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 
统一 于 量子 引力 中 ， 正 是 当代 英国 物理 学 家 鹤 金 (S. Hawking) 所 追 
寻 的 目标 ， 


$2. 薛 定 请 方程 与 波 函 数 


花 定 己方 程 是 ( 非 相对 论 ) 基 子 力学 的 基本 方程 ， 其 地 位 与 牛顿 方 
程 在 经 典 力学 中 的 地 位 相当 . 在 前 九 章 中 我 们 所 接触 到 的 一 些 基 本 方 
程 (组 ), 都 是 在 未 知 函 数 的 物理 意义 非常 明确 的 前 提 下 , 根据 基本 的 物 
理 假定 或 定律 严格 地 推导 出 来 的 . 但 是 , 在 量子 力学 中 薛 定 谓 方 程 本 身 
只 能 算是 一 个 基本 假定 ， 并 不 能 利用 一 些 更 根本 的 假定 来 加 以 证 明 ， 
甚至 在 薛 定 坦 得 到 这 个 方程 以 后 ， 他 本 人 也 并 不 确切 地 知道 这 个 方程 
的 未 知 函 数 一 淡 函 数 的 会 义 究竟 是 什么 ,在 玻 畦 给 出 目前 已 为 绝 大 
多 数 物理 学 家 所 接受 的 波 函 数 的 概率 解释 后 ， 薛 定 谓 却 对 此 持 强烈 的 
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反对 态度 .尽管 如 此 ， 酝 定 请 方程 以 及 以 它 为 基础 建立 起 来 的 量子 力 
学 理论 的 正确 性 已 为 迄今 为 目的 大 蓄 科 学 实验 和 生产 实践 所 证 实 . 


2.1， 薛 定 背 方程 

先 讨论 只 由 一 个 自由 粒子 所 组 成 的 体系 ， 

由 德 布 罗 意 关系 式 (1.12), 与 这 个 粒子 的 运动 相 联系 的 物质 波 的 
频率 和 波长 都 应 是 确定 的 常数 ， 上 上 是， 有 理由 假定 这 个 波 为 直下 述 波 
秀 数 描述 的 平面 波 ， 


PEE) = Aeik Td, (2.1) 


其 中 心 及 天 分 别 为 圆 频率 和 波 向 量 ， 而 4 为 一 复 常数 ， 这 个 平面 波 
的 频率 v = w/27, 波长 入 = 2x/|k| (参见 第 -- 章 85.3)， 这样， 德 布 
罗 意 关系 式 (1.12) 可 写 为 


二 一 卫 ? 
二 二 k= (2.2) 


其 中 让 二 有 /27, 而 第 二 式 实际 上 是 (1.12) 第 二 式 的 涯 维 形式 . 从 而 ， 
平面 波 (2.1) 又 可 写 为 


Plt, 2) = AeiP EE (2.3) 


对 由 (2.3) 式 给 出 的 波 函 数 关于 t 及 2 分 别 求 偏 导数 ， 得 


Ow E 

i (2 
Py 又 
5 一 让 (k= 1,2,3), (2.5) 


其 中 zk 和 px 分 别 为 2 和 p 的 分 景 ， 设 粒子 的 质量 为 m, 那么 ,在 
经 典 的 意义 下 ， 粒 子 的 能 基 媚 与 动 基 2p 之 间 成 立 如 下 关系 : 


2 
B= 下. (2.6) 


由 (2.4) 一 (2.6) 式 ， 立 即 得 到 自由 粒子 的 波 函 数 切 所 满足 的 方程 


hi = Ay. (2.7) 


242 第 十 齐 鞭子 力学 


对 自由 粒子 的 一 般 状 态 ， 即 自由 粒子 在 任何 时 刻 处 于 既 无 确定 动 
域 又 无 确定 位 置 的 量子 态 , 设 其 波 函 数 是 一 个 复 值 函数 


化 二 人 (EP). . {2.8) 


在 一 定 的 条 件 下 ， 这 个 波 函 数 可 以 表示 为 平面 波 的 蕉 加， 即 


1 py 
iE he Gp)eiP ?SO/dp, (2.9) 


v(t, wm) = 
其 中 五 与 了 满足 (2.6) 式 . 由 于 (2.9) 式 中 的 被 积 函 数 是 满足 方程 
《2.7) 的 平面 波 ， 故 由 (2.8) 式 给 山 的 波 函 数 仍 应 满足 方程 (2.7). 
值得 指出 的 是 ， 如果 在 粒子 的 能 基 - 动量 关系 式 (2.6) 中 作 如 下 
替换 


人 

Eihs, Ph-ify, (2.10) 

然后 将 所 得 的 算 子 作 用 于波 函数 小 上 ， 就 得 到 方程 (2.7). 
现在 进一步 考察 在 势 场 Y(z) 中 运动 的 粒子 ， 此 时 在 经 典 的 意义 


下 有 1 
五 = 汤加 二 Ye) {2.11) 


这 就 是 经 典 力学 中 的 哈密 顿 (Hamilton) 量 . 在 (2.11) 式 右 端 作 由 
(2.10) 式 给 出 的 替换 ， 就 得 到 算 子 


fi? 
H= -a 人 十 V(z)， (2.12) 


户 称 为 哈密 顿 算 子 . 在 (2.11) 两 端 作 由 (2.10) 式 给 出 的 蔡 换 ， 并 将 
所 得 的 算 子 作用 王波 函 数 人 即 得 
1 
1h = Hy, (2.13) 

其 中 胡 由 (2.12) 式 给 出 .这 个 方程 称 为 苏 定 诲 方程. 薛 定 请 方程 中 
的 势 场 V 也 可 以 依赖 于 时 间 七 

以 上 讨论 的 是 单个 粒子 的 波 函 数 所 满足 的 方程 ， 对 于 一 个 由 若干 
个 粒子 ， 例 如 六 个 粒子 ， 所 组 成 的 体系 ， 其 波 函 数 具有 以 下 形式 ， 


P= Yt pl, PN), (2.14) 
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其 中 ze 二 (zh, 区 2) 表示 第 友 个 粒子 的 空间 坐标 (Kk 一 1， 
没 第 大 个 粒子 受到 的 外 势 场 为 Ui (2*)， 芷 于 问 的 相互 作用 归 为 Va! 
…, 2), 则 波 函 数 人 满足 的 薛 定 得 方程 为 


Ow 之 让 ， 大 ) 
= A 
1- 到 | pa x + Ur (wm )y 

十 Yo) {2.15) 


其 中 mw 表示 第 及 个 粒子 的 质量 。 Au 表示 关于 变量 zk 的 拉 普 拉 斯 


算 子 ， 即 2 2 2 
9 G] 0 
和 ~ (六 ) +( 病 ) “(其 )- 
举例 来 说 ， 对 有 入 个 电子 的 原子 ， 考 察 其 电子 组 成 的 体系 ， 对 该 
体系 ， 原 子 核 《电荷 为 Ne) 所 形成 的 电场 的 势 为 外 势 场 ， 且 
U, ( *) 一 _Ne’ 
的 
这 果 e 为 电子 的 电荷 ， 而 坐标 原点 取 在 原子 核 上 ， 电 子 闻 的 相互 作用 
势 则 为 


(k=1,...,N). (2.16) 


N 
V2, ,2N) = 2 ra (2.17) 


2.2. 波 函 数 的 意义 

波 函数 W(t, 2) 在 物理 上 究竟 表示 什么 ?物质 波 到 底 是 一 种 什么 
波 ? 这 些 带 有 根本 性 的 问题 ， 并 不 是 一 开始 就 清楚 的 ， 即 使 物质 波 理 
论 及 波动 力学 的 创始 人 德 布 罗 意 和 薛 定 尊 等 人 对 这 些 问题 的 理解 也 深 
受 经 典 物理 学 概念 的 影响 ， 醉 定 启 认 为 ， 波 现 数 本 身 就 代表 一 个 实在 
的 物质 分 布 ， 按照 这 种 看 法 ， 物 质粒 子 被 视 为 三 维 空间 中 连续 分 布 的 
物质 波 包 ， 波 包 的 大 小 就 是 物质 粒子 的 大 小 ， 而 波 包 的 群 速度 就 是 物 
质粒 子 的 运动 速度 . 

为 了 说 明 这 种 对 波 函 数 的 解释 是 否 合理 ， 首 先 介绍 一 下 波 包 的 概 
念 . 为 简单 起 见 ， 以 1 维 情况 为 例 进行 说 明 . 

所 谓 波 包 是 指 其 强度 只 在 空间 一 个 不 大 的 区 域内 明显 不 为 零 的 波 
函数 所 给 出 的 波 . 例如 由 高 斯 函数 


WL) = er $a 


(2.18) 
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1 
给 出 的 波 ， 其 中 a > 0 为 常数 ， 其 强度 主要 集中 在 |z| < 二 的 区 域 中 
(网 图 久 . 


1 

R| 一 |---、 

sl-|---> 
9 


波 包 (Zz) 可 以 看 成 不 同 波 数 的 平面 波 的 全 加 ， 即 


(2) = 去 万 wpsedr (2.19) 
其 中 9(k) 为 W(z) 的 傅 里 时 变换 ， 
d=/ 加 Wb(z)e- erdz. (2.20) 
对 高 斯 波 包 (2.18), 其 傅 里 叶 变 换 为 
Gb(k) = 这 oc 吉 (2.21) 


它 仍 是 一 个 高 斯 波 包 ， 其 强度 主要 集中 在 |k| < a 的 范围 中 ( 见 图 和 
下 面 考察 波 包 的 运动 ， 即 其 随时 间 的 变化 情况 . 设 t 二 0 时 , 波 包 
由 (2.19) 式 给 出 . 在 上 > 0 时 就 有 


站 1 2 (RT 
WD 一 去 [ MAA) OD dk, {2.22) 
这 里 w = w(k) 取得 使 如 (t,x) 为 所 考察 的 方程 的 解 ， 称 为 色散 关系 . 


如 果 
w(K) = cok, (2.23) 
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中 co 为 常数 ， 则 由 (2.22) 起 给 出 的 节 亿 字 ) 是 以 速度 co 传播 的 行 
波 。 世 (t,2) = 下 (zx 一 co). 此 时 滤 包 的 中 心 虽然 在 移动 ， 但 波 包 的 形 
状 保持 不 变 ， 如 果 (2.23) 式 不 成 立 ， 即 


(有 关 党 数 ， (2.24) 
则 不 同 波 数 (波长 ) 的 平面 波 以 不 同 的 速度 
tp 一 “9 {2.25) 


传播 、 wp 称 为 相 速度 , 这 意 昧 着 对 由 不 同 频率 的 简 谐 波 大 加 而 成 的 波 
包 ， 由 于 不 同 频率 的 简 谐 波 有 不 同 的 相 速 度 ， 波 包 在 传播 过 程 中 将 逐 
渐 分 散 开 来 ， 这 种 现象 称 为 色散 , 相应 的 波 称 为 色散 波 . 


vg = w(Kk) (2.26) 
称 为 波 包 的 群 速度 . 对 于 色散 波 ， 群 速度 v 与 各 分 波 的 相 速度 wp 不 
同 . 
以 中 心 在 有 的 更 一 般 的 高 斯 波 包 为 例 作 进一步 的 讨论 . 设 


Gk) = (2.27) 


J 
27 -二 名 ， 
a 

1 fo ao2 
hn) = 7 广 6- 3 ti ols) (2.28) 


由 于 高 斯 函数 p(k) 的 强度 分 布 主要 集中 在 大 = ko 附近 , 将 wk) 在 
二 ko 附近 作 泰 勒 展开 


wh) wot valk — ho) + 2(k — ko)’, (2.29) 


2 


其 中 wo 一 w(ko), vg = w'(ko) 为 相应 于 波 数 如 的 群 速度 ， ~ = 
wr (ko). 将 (2.29) 式 代入 (2.28) 式 ,得 


， 1 oo 
WL) 科 exp (it — ko)(z — wot) 


一 (nt 二 二 23)(k— ko)?)dk. (2.30) 
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但 
i(k — ko)(z — vat) — (a 十 as) (k — ko)? 
_ 2 (vt)? 
~ 20 +i7a2b 
其 中 


1 +iya2t 202 
= -2 让 
2 Da (~ ko) ~ 了 1 一 2 


将 以 上 请 式 代入 (2.30) 式 ， 并 注意 到 67dz 二 VT, 就 得 到 


1 2a2 Q(z — vot)? 
p(t Ea 'g 
Vn) ~ Bray iri em 人 201 下 iozj 


2 


+i(kor — wot)) 了 人 dx 


1 -Rs +i(koz—wot) (2.31) 
1+i Yat . . 


这 个 波 函 数 的 强度 分 布 为 
2 
let zx) = J + . (2.32) 
它 仍 是 一 个 关于 z 的 高 斯 函数 ， 是 一 个 中 心 在 
T= vt (2.33) 


的 波 包 ， 由 上 式 可 见 波 包 以 速度 vy 运动 ， 这 是 将 好 二 w'(k) 称 为 群 
速度 的 原因 ， 由 前 面 关 于 高 斯 波 包 宽 庆 的 讨论 知 ， 这 个 波 包 的 宽度 


Az 筷 充 1 + 72a4 妇 . {2.34) 


1 一 0 时 ，Az ss -二 但 若 了 关 0, 波 包 的 宽度 Az 将 随时 间 + 的 
A 


增加 而 变 党 及 t 越 大 ， 波 包 宽度 的 增加 越 显著 ， 由 (2.34) 式 还 可 以 
看 出 ， 波 包 的 初始 宽度 1/a 越 小 ( 即 a 越 大 ), 随后 波 包 的 扩散 越 快 . 
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对 于 一 个 自由 粒子 的 波 函 数 ( 即 共 定 计 方 程 (2.7) 的 解 ), 容易 得 到 


= 之 尼 (2.35) 


及 a 
Y=w (kh) = 元 #0. (2.36) 


从 而 物质 波 包 必然 要 扩散 ， 或 者 更 形象 地 说 ， 随 普 时 间 的 推移 ， 粒 子 
(如 电子 ) 将 越 来 越 “ 胖 ”. 这 与 实验 结果 不 符 ， 波 函数 的 这 种 诠释 是 不 
合理 的 . 
926 年 ， 玻 恩 在 利用 栈 定 请 方程 处 理 散 射 问题 时 ， 为 解释 散射 粒 
子 的 角 分 布 ， 认 为 茧 定 谓 方程 中 的 波 画 数 所 描述 的 并 不 像 经 典 波 那样 
代表 和 什么 实在 物理 基 的 波动 ， 而 是 刻画 粒子 在 空间 的 概率 分 布 的 概率 
波 . 精确 地 说 ， 波 的 强度 


地 人才 2 有 一 功 帮 2) (2.37) 


其 中 多 (t, 2) 表示 细 (t, 2) 的 复 共 氏 ， 描述 粒子 在 空间 的 概率 分 布 ， 即 
时 刻 在 x 附近 的 微 元 dz 中 测 到 该 粒子 的 概率 为 |W(t, 2)|?dz、 琉 
恩 提出 的 概率 波 的 概念 把 微观 客体 的 粒子 性 与 流动 性 统一 了 起 来 ， 所 
谓 粒子 性 是 指 客体 具有 一 定 的 质量 或 电荷 等 属性 ， 而 与 经 典 的 “粒子 
有 确切 的 轨 前 ” 这 一 概念 没有 什么 必然 的 联系 ， 而 波动 性 是 指 波 的 可 
全 加 性 ， 并 不 一 定 表示 什么 实在 物理 量 在 空间 的 波动 . 

对 于 由 六 个 粒子 组 成 的 体系 ， 其 波 函 数 切 = 功 ( mi， YN)， 


而 
合作 2 mV ) 2dz1 dzZN (2.38) 
表示 粒子 1 出 现在 z! 附近 的 微 元 dx?，…, 粒子 和 出 现在 mw 附近 
的 微 元 dzX 中 的 概率 . . 
对 于 不 发 生 实物 粒子 产生 和 潭 灭 现 象 的 情况 ， 粒 子 的 数目 不 随时 
闻 而 改变 , 是 守 便 的 . 对 于 一 个 粒子 来 说 , 在 全 空间 找到 它 的 概率 应 恒 
等 于 1. 于是， 根据 玻 恩 关于 波 函数 的 解释 ， 应 有 


2， 一 
/We was =0. (2.39) 
下 面 我 们 证 明 (2.39) 式 ， 在 葵 定 证 方程 
), 2 
i -站 Ag + Vy (2.40) 


Nt 2m 
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两 端 取 复 苍 ， 由 于 外 势 场 了 (z) 总 假定 为 实 值 函数 ， 就 有 

一 访 计 一 一 了 十 了 (PP)w， (2.41) 
将 方程 (2.40) 两 端 乘 以 蕊 ,方程 (2.41) 两 端 乘 以 多， 并 将 二 式 相 减 ， 
可 得 


和 2 pp = 让 (BA p — VAD) {2.42) 
a )= am 3 


容易 直接 验证 
YAY — PAY = divW YY — $V), 
于 是 (2.42) 式 又 可 写 为 如 下 的 守恒 律 形式 : 


多 + divj=0, (2.43) 
类 中 
om = Wo (44) 
了 lm = -入 Ge- 加 
(2.43) 形式 上 与 流体 力学 及 电动 力学 中 的 连续 性 方程 完全 一 样 ( 见 第 


二 章 (1.10) 式 及 第 一 章 (3.5) 式 ), 故 称 了 为 概率 流 密度 向 量 . 

在 一 定 的 条 件 下 , 如 设 | 一 co 时， 煞 (#, 2) 及 其 对 空间 变量 的 
偏 导数 以 足够 快 的 速率 趋向 于 零 ， 利 用 格林 公式 ， 由 (2.43) 式 立 即 可 
得 (2.39) 式 ， 


2.3. 萨 定 雍 方 程 的 数学 结构 
为 简单 起 见 ， 讨 论 自 由 粒子 ( 即 V(x) 三 0) 的 情况 ， 苹 定 坦 方 程 
(2.7) 可 以 写 为 2 
yy 


误 - iazAp = 0， (2.46) 


其 中 a? = 起 /27m. 下 面 首先 对 这 个 形式 上 与 热传导 方程 非常 相似 的 方 
程 的 类 型 作 一 考察 . 
设 
Vt, 1) = tt, 2) + ivwatt, 1), (2.47) 
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其 中 实 值 沙 数 ul 及 tz 分 别 为 的 实 部 与 虚 部 . 将 上 式 代入 方程 
(2.46), 并 分 离 其 实 部 与 虚 部 ， 就 得 到 

ui 


如 + Aus = 0, {2.48) 
-ozau -0 (2.49) 
记忆 = (uaytaj7, 则 上 方程 组 可 以 写 为 如 下 的 矩阵 形式 ， 
O00 忆 PU 
< 2.50 
dt 4 Brkari”， (2.50) 
其 中 0 2 
Ah 人 0 )， 
而 
An=0 (kz#D). 
对 任意 给 定 的 &E IRS, |é&| = 1, 有 
3 0 一 a2 
> Eee = ( a2 0 ) . (2.51) 
1 


对 形 如 (2.50) 的 偏 微分 方程 组 ， 如 果 对 于 任意 给 定 的 & € RS, 
同 | = 1，(2.51) 式 左 端 矩 阵 的 特征 值 入 恒 满足 Re 和 > 0， 则 称 
(2.50) 为 在 彼得 罗 夫 斯 基 意 义 下 的 抛物 型 方程 组 ， 但 对 薛 定 请 方程 
组 (2.48) 一 (2.49), 相应 矩阵 (2.51) 的 特征 值 却 为 和 = 土 ia2, 从 而 
Re 入 = 0, 方程 组 (2.48)--(2.49) 不 是 个 得 罗 夫 斯 基 意 义 下 的 抛物 型 


方程 组 ， 但 对 方程 组 (2.48)~…-(2.49) 而 言 ， 矩 阵 二 Ed 是 非 奇 


异 的 半 正 定 阵 ， 有 时 把 这 种 类 型 的 方程 组 称 为 所 化 扫 物 型 方 和 组 ， 

为 了 进一步 说 明 莅 定 调 方 程 (2.46) 不 是 抛物 型 的 ， 我 们 讨论 关于 
时 间 的 反 演 问题 . 抛物 型 方程 通常 描述 热传导 和 扩散 等 耗 散 现象 , 对 这 
类 现象 ， 随 着 时 间 的 演化 ,系统 的 粹 要 增加 ， 所 以 过 程 是 不 可 逆 的 . 这 
富 味 着 对 于 这 类 方程 不 能 沿 着 t 减少 的 方向 求解 ， 例 如， 不 能 由 + = 0 
时 的 状态 ， 来 决定 以 前 (t 为 负 值 时 ) 的 状态 ， 对 酶 定 油 方程 ， 情 况 如 
何 呢 ? 
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在 方程 (2.46) 两 端 取 复 共 思 ,得 
Ow 


+iaAy=0. 2.52 
tidAy=0 (2.52) 
再 关于 时 间作 到 演变 换 ， 即 令 t= 一 t, 就 有 
OW (—t, we) 2 1 
-gp tia Ayv(-t,£) = 0. 
在 上 式 中 将 # 改写 为 t, 就 得 到 
ae 一 ia2AW(-bz) =0. (2.53) 


信 ( 一 tw) 满足 的 方程 (2.53) 与 %(t z) 满足 的 方程 (2.46) 形式 上 完 
全 一 样 . 这 说 明 , 若 纱 (t, 人 2) 是 苹 定 读 方程 (2.46) 的 一 个 解 , 那么 相应 
的 时 间 反 演 态 (一 t, 人 2) 也 是 薛 定 请 方 程 (2.46) 的 解 . 也 就 是 说 ， 薛 
定 评 方 程 在 时 间 志 的 两 个 方向 上 的 可 解 性 是 一 样 的 .这 就 是 薛 定 刘 方 
程 关 十 时 间 反 演 的 不 变性 ， 薛 定 刘 方 程 的 这 一 特点 与 波动 方程 相似 . 
反映 在 用 半 群 方法 求解 时 ， 其 定 解 问题 的 解 算 子 族 形成 一 个 群 ， 而 不 
仅仅 是 半 群 ( 见 [13]). 

下 面 考 察 醉 定 读 方 程 (2.46) 的 基本 解 . 为 了 简单 起 见 ， 只 讨论 一 
维 的 情况 : 


2 一 io =0. (2.54) 
已 知 热传导 方程 9 yp 
2 
0 (2.55) 
的 基本 解 为 
E H -2 . 
信 z) = Op yz (2.56) 


其 中 五 (t) 为 替 维 赛 德 函数 (例如 见 [0]). 形式 地 以 Via 一 rie 
替代 (2.56) 式 中 的 &, 我 们 得 到 


Bbz) = H(i ei. (2.57) 


2aV2mt 
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可 以 验证 ， 上 式 给 出 的 忆 (t,2) 就 是 莓 定 请 方程 (2.54) 的 基本 解 ， 即 
在 广义 函数 的 意义 下 成 立 
DB 08E 


py 一 ia Bi = dt, 7), (2.58) 


其 中 6(t, 2) 为 狄 拉克 5 函数 ， 为 了 说 明 这 一 点 ， 只 需 验证 ， 对 任意 给 
定 的 $9& CP(R*), 成 立 


py 
人 sa (有 国 og) dtdz = $(0,0). (2.59) 


这 个 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 


定义 2.1.。 设 已 为 一 个 关于 到 = (zi Zn) 的 线性 偏 微 
分 界 子 ， 如果 对 任 一 给 定 的 开 集 人 C 了 R” 及 任意 给 定 的 广义 函数 
WED(0), 从 Pu E Cee(D) 恒 可 导致 4 EO%( 的 ,就 称 忆 为 次 骨 
图 的 . 这 里 D'(82) 是 广义 部 数 空间 ， 由 C3?( 人 2) 上 线性 连续 污 画 的 全 
体 组 成 (例如 网 [5]). 


对 于 热传导 方程 的 基本 解 (2.56), 容易 证 明 , 在 下 2?\{0] 中 吾 E 
C%, 由 此 可 得 热传导 算 子 是 次 椭圆 的 ( 见 [11])， 但 对 由 (2.57) 式 给 
出 的 莅 定 兽 方程 的 基本 解 忆 (t, x), 情形 却 不 一 样 . 在 (0,2 中 的 任 一 邻 
域内 ， 它 都 不 是 Ce 函数 ， 从 而 醉 定 启 算 于 二 十 二 不 是 次 
杭 贺 的， 这 是 薛 定 亩 方程 与 热传导 方程 的 另 一 个 重要 的 区 别 ， 

虽然 就 关于 时 间 的 反 演 不 变性 这 一 点 而 言 ， 茧 定 评 方 程 与 波动 方 
程 相似 ， 但 仅 从 薛 定 请 方程 关于 时 间 变 基 七 和 空间 变量 x 的 非 对 称 性 
(关于 革 是 一 阶 偏 导数 ， 关 于 2 是 二 阶 偏 导数 ) 来 看 ， 就 可 以 断言 ， 它 
与 波动 方程 存在 着 实质 性 的 差异 这 种 差异 还 可 以 进一步 从 对 获 定 竹 
方程 柯 西 问题 的 讨论 中 看 出 . 

对 于 莅 定 油 方程 ， 可 以 提 如 下 的 柯 西 问题 ， 在 (0, oo) x IR? 中 求 
醉 定 币 方程 (2.13) 的 解 ， 使 其 在 t == 0 时 满足 初始 条 件 


$0, z) = 加 (z)， (2.60) 
其 中 (2) 为 给 定 的 函数 . 
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仍 以 一 维 情况 的 莅 定 证 方程 (2.54) 为 例 . 利用 基本 解 (2.57), 柯 
西 问题 {2.54) 及 (2.60) (相应 的 一 维 博 况 ) 的 解 可 由 以 下 公式 给 出 : 


1 
Wun A de 2601) 


事实 上 ， 在 热传导 方程 (2.55) 的 柯 西 问题 解 的 泊 松 公式 中 ， 形 式 地 以 
Via 亚 代 a, 即 可 得 到 上 式 . 至 于 对 初始 函数 如 (z) 需 提 何 种 要 求 ， 
由 (2.61) 式 给 出 的 解 在 什么 意义 下 满足 初始 条 件 等 问题 ， 就 不 在 这 里 
深入 讨论 了 ， 

从 (2.61) 式 可 以 看 出 ， 苹 定 请 方程 的 解 (tz) 在 任 一 点 (t, 2) 
的 信 ， 均 依赖 于 初始 函数 Wo(z) 在 整个 x 轴 上 的 值 ， 因此， 初始 函数 
4(z) 在 任何 一 点 附近 的 拢 动 均 以 无 穷 大 的 速度 传播 ， 这 一 点 与 热 伟 
导 方程 类 似 , 而 与 扰动 具有 有 限 传播 速度 的 波动 方程 却 有 本 质 的 区 别 . 

虽然 本 定语 方程 不 是 双 曲 型 方程 ， 但 由 于 它 描述 粒子 概率 波 的 演 
化 ， 有 的 作者 也 将 酬 定语 方 程 称 为 波动 方程 但 由 它 的 解 乒 描述 的 波 
动 ， 不 是 双 曲 波 ， 而 属于 色 获 波 . 

最 后 对 醉 定 请 方程 定 解 问题 的 提 法 再 作 - 些 说 明 ， 除 前 面 已 提 及 
的 柯 西 问题 外 ， 还 可 以 提 初 - 边 信 问 题 ， 由 于 本 定 请 方程 有 特定 的 物 
理 意义 ， 所 以 边界 条 件 的 所 法 要 根据 所 考察 的 具体 问题 而 定 ， 对 于 一 
些 常 见 的 边界 条 件 ， 如 狄 利克 雷 型 或 诺 依 时 型 的 边界 条 件 ， 相 应 的 定 
解 问题 均 是 适 定 的 . 


2.4. 定 术 的 薛 定语 方程 
在 套 定 请 方程 (2.13) 中 ， 由 于 势 场 V{z2) 只 依赖 于 空间 变量 z 
而 与 二 无关， 在 许多 情况 下 可 将 其 解 表示 为 如 下 变量 分 离 的 形式 ， 


Vt, 2) 一 Fe) (2.62) 
将 上 式 代入 方程 (2.13), 得 
ifif (tulr) = f(t) Rue), 
分 离 变 量 后 就 有 


的 oo) 
WFD ~ aa) 


(2.63) 
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由 于 上 式 两 端 分 别 只 是 土 及 2 的 函数 ， 令 其 为 常数 五 , 就 得 到 
ihF'(t) = Ef) (2.64) 


及 
Fu(x) = Eu(s). (2.65) 


不 计 常 数 因子 ， 《2.64) 的 解 为 
的 一 er {2.66) 


而 方程 (2.65) 中 不 含 时 间 变革 t， 称 为 定 态 葵 定 请 方程 

_ 求 解 定 态 术 定 油 方 程 实际 上 就 是 (在 一 定 边界 条 件 下 ) 求 哈密 顿 算 
子 育 的 特征 值 和 特征 函数 的 问题 .因为 认 是 体系 的 能 量 算 子 ， 所 以 
其 特征 值 也 称 为 体系 的 能 量 特 征 值 , 相应 的 特征 函数 称 为 能 量 特 征 函 
数 . 能 量 特征 函数 所 描述 的 粒子 的 状态 称 为 能 量 特征 态 . 

设 Ws(wm) 为 个 的 相应 于 能 量 特征 值 如 的 能 量 特征 函数 ， 则 以 
We(z) 为 初始 函数 的 醉 定 读 方 程 (2.13) 的 解 就 是 


Wm) = Pelz)e eA, (2.67) 
波 函数 (2.67) 描述 的 是 具有 一 定 能 基 的 状态 ， 称 为 定 态 . 由 于 
Ia = ye) 有 (2.68) 


因此 处 于 定 态 的 粒子 在 空间 的 概率 密度 |y( mp)|? 不 随时 间 而 改变 . 

将 (2.65) 式 与 (2.5) 式 比较 ， 并 注意 算 子 间 的 定义 ( 见 (2.12) 
式 ) 及 (2.6) 式 , 可 以 看 出 , 对 自由 粒子 (V 三 0) 的 情况 , 能 量 特 征 什 
巨 就 是 粒子 的 能 量 ， 在 一 般 的 博 况 下 也 是 如 此 . 


例 2.1. 金属 中 自由 电子 的 运动 

讨论 金属 中 自由 电子 的 运动 是 固体 物理 的 一 个 基本 问题 . 但 实际 
金属 的 微观 结构 一 般 都 比较 复杂 ， 要 严格 按 量 子 力学 的 原理 来 推算 其 
中 电子 的 运动 , 无 论 在 物理 上 还 是 在 数学 上 都 很 困难 . 为 了 便 子 讨论 
必须 首先 对 金属 的 模型 作 一 简化 

这 儿 只 讨论 一 维 的 情况 . 金属 是 晶体 ， 其 中 的 原子 是 规则 地 排列 
着 的 ,在 空间 结构 上 具有 周期 性 . 在 这 种 周期 性 的 结构 中 , 电子 除了 在 
互相 碰撞 的 一 瞬间 或 者 非常 接近 金属 表面 时 外 ， 所 受 的 作用 力 是 周期 
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性 的 ,从 而 相应 的 势 场 也 是 周期 的 , 因此 , 讨论 电子 在 周期 势 场 中 的 运 
动 具 有 重要 的 意义 ， 但 为 简单 起 见 ， 我 们 这 里 采用 一 个 更 加 简化 的 模 
型 : 既 不 计 电 子 根 豆 间 的 碰 擅 ,也 略 去 势能 的 局 期 性 变化 , 假定 电子 在 
金属 内 部 完全 是 白 由 的 (势能 为 常数 ,电子 不 受 力 的 作用 ), 只 有 在 达到 
边界 时 才 受 到 突然 升 高 的 非常 大 的 势能 “墙壁 ”的 阻拦 . 

设 金 属 位 于 区 间 0 < 7 < 工 , 并 不 妨 没 势能 在 此 区 间 内 为 零 .这 
样 ， 电 子 的 波 函 数 满足 的 醉 定 请 方程 及 相应 的 边界 条 件 为 


O06 _ _h oy 
hy = mn 0<z<L, (2.69) 
Pb0) = yh,L)=0. (2.70) 


这 儿 ， 边 界 条 件 具 有 (2.70) 的 形式 ， 是 因为 电子 在 = 0 及 z= 上 
处 受到 非常 大 的 势 雯 的 阻拦 ， 不 能 逸 出 金属 体外 ， 从 而 在 金属 端面 出 
现 电 子 的 概率 为 零 . 当然 , 这 样 做 只 是 一 种 近似 , 因为 从 量子 力学 的 角 
度 看 ， 不 管 势 墙 多 高 ， 电 子 逸 出 体外 的 概率 都 是 存在 的 《例如 ， 参 见 例 
2.2). 

先 求 回 题 (2.69) 一 (2.70) 的 定 态 解 


y(t, 7) = eiBt/hy(z), {2.71) 
其 中 必 满 足下 述 定 态 酝 定 证 方程 和 站 应 的 边界 条 件 : 
让 dw 
-oa Eu, 0<r<L, (2.72) 
u(0) = a(L) = 0. {2.73) 
这 正 是 数理 方程 中 热 知 的 特征 值 问题 (例如 见 [6]). 其 特征 值 为 
22 
jn = py (2 = 1,2,..), (2.74) 
而 相应 的 特征 匿 数 为 
Un(T) = an sin Tz (n= 1,2,.….), (2.75) 


中 an 为 任意 给 定 的 非 零 常数 ， 对 应 于 特征 函数 (2.75), 可 得 问题 的 
定 态 解 


pnt, 1) = ane™ i Ent/h gin 字 (n= 1,2,.….), (2.76) 
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这 儿 EB 代表 电子 的 总 能 其 . 

由 以 上 讨论 就 得 出 一 个 重要 的 结论 ， 对 金属 中 运动 的 自由 电子 而 
言 ， 其 能 基 不 像 在 经 典 理论 中 那样 具有 连续 值 ， 而 是 离散 、 即 基 子 化 
的 ， 形 成 一 个 个 不 同 的 “能 级 *. n 二 1 时 的 状态 称 为 基态 , 对 应 于 能 
最 的 最 低 值 Bi = x22/2rm12. 

由 定 态 波 画 数 的 适当 的 线性 全 加 就 可 给 出 描述 电子 运动 的 一 般 状 
态 、 即 甚 子 态 的 波 函 数 ， 


区 直 人 = Dane i Ent/ gin 至 ， (2.77) 
了 一 1 
例 2.2， 一 维 散 射 问题 
给 定 如 下 的 方 势 垒 
页 0<r<a, 
ya- 人 z<0 或 > (2.78) 


其 中 Vo > 0 为 常数 ， 并 设 具有 确定 能 量 忆 的 一 束 粒 子 沿 x 轴 止 向 由 
左 侧 射 向 该 势 鑫 ( 见 图 5). 


= 记 


=¥ 


图 5 


按照 经 典 力学 的 观点 , 若 忆 > Yo, 粒子 将 穿 过 势 艰 ; 而 若 < 区， 
则 粒子 不 能 进入 势 刍 , 将 被 反射 回去 . 但 从 量子 力学 的 观点 来 看 ,由 于 
粒子 具有 波动 性 , 无论 是 哪 种 情况 ,部 会 有 部 分 概率 波 穿 过 势 刍 ,而 部 
分 概率 波 被 反射 问 来. 
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由 于 势 急 V(z) 与 # 无关， 可 以 讨论 相应 的 定 态 苹 定 证 方程 


让 d2w 
一 一 一 一 一 ， 2.7 
Dr + V(r)u = Eu (2.79) 
在 势 银 外 ( 即 z <0 或 z>&a 处 ), VV 三 0, 方程 (2.79) 化 为 


du 2mE 
dz2 局 


这 是 一 个 二 阶 常 系数 线性 常 微分 方程 ， 有 两 个 线性 无 关 的 解 : 


uu=0，Zz<0 或 i>a. (2.80) 


全 一 erike 及 @k， (2.81) 
其 中 
2mE 
有 一 一 人 {2.82) 
注意 到 此 时 波 函数 为 


= 0-iB/hy, ~ eritkz+Bt 间 及 eke- B/D 


eikr 表示 向 左 传播 的 波 ， 而 eiiz 表示 向 右 传播 的 波 ， 对 所 考虑 的 问 
题 ,在 2 < 0 的 区 域 中 ， 应 该 既 有 向 右 传播 的 入 射流， 又 有 向 左 传播 
的 反射 波 ， 而 在 z > a 的 区 域 中 。 应 只 有 向 右 传播 的 透射 波 ， 这 样 ， 
就 应 有 


i ke 一 这 
| er + Rerits, z<O0, (2.88) 


Seike, tT>a, 


这 里 为 方便 计 ， 将 入 射 波 eitz 的 系数 (波幅 ) 取 为 1, 而 忆 及 S 为 待 
定常 数 . 
在 势 又 内 部 ( 即 0 < z < 6 处 ), 方程 (2.79) 化 为 


du 2m(W— BE) 
dm 
它 仍 是 一 个 二 阶 常 系数 线性 常 微分 方程 ， 为 求解 这 个 方程 ,分 下 面 两 
种 情况 进行 讨论 . 
1° 忆 < Vo 的 情况 . 


0, 0<r<a. (2.84) 
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在 这 种 情况 下 ,方程 (2.84) 的 通 解 为 


w= Ce +O 0<r<a, (2.85) 


其 中 C1, C2 为 任意 带 数 ， 而 


刀 一 V2 BE) (2.86) 


太 


由 (2.83) 及 (2.85) 式 给 出 的 波 函数 4 = u(Z) 及 其 一 阶 导数 在 
2 二 0 处 的 连续 性 (由 于 (2.79) 式 中 系数 『(z) 具有 间断 ， 不 能 期 户 
得 到 具有 更 高 正则 性 的 解 ) 给 出 


1+R=C1+C, 
及 
ik(1 — BR) = 有 (Cs — O01). 
从 而 可 解 得 
1 ik ik 
5 人治 
1 ik ik 
C2 = 引 le+ 光 +a( -中 (2.88) 


再 由 (2.83) 及 (2.85) 式 给 出 的 波 函 数 忆 = u(z) 及 其 一 阶 导数 
在 Zz 二 & 处 的 连续 性 给 出 


i ， 。 
Geika = Cre-ka 十 Coeka 


及 
ikSeite = —Oke Ke + Cakere. 
从 而 可 解 得 
9 ikY op 
3 ikY sp 
C2 = 了 ( 十 站 ) eitk-Ra， (2.90) 
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从 而 (2.87) 一 (2.90) 四 式 中 解 得 RR,， 5S, C1 和 Co, 由 (2.83) 及 
(2.85) 式 ， 即 得 所 要 求 的 波 函数 4 = &(z). 但 我 们 感 兴趣 的 只 是 概率 
波 在 遭遇 势 刍 后 的 反射 和 透射 情况 ， 因 此 仅 需 计 算 只 及 5, 并 讨论 它 
们 的 物理 意义 ， 

由 《2.45) 式 ， 易 知 一 维 情况 的 概率 流 密 度 为 


六 本 
j= 这 (a 哩 ) . (2.91) 


在 (2.91) 式 中 ， 将 波 函数 取 为 入射 波 凡 一 elt*, 就 得 到 入 射 粒子 流 密 
度 


,ih id jks ike dd ibm 
真 大 
= 过. (2.92) 


在 (2.91) 式 中 ， 取 波 函 数 为 反射 波 4 一 Re-ix*, 就 得 到 反射 粒子 流 
密度 


;1 Hk pe , 
四 (2.93) 
类 似 地 ， 在 (2.91) 式 中 取 4 = Sei”, 可 得 透射 粒子 流 密度 
hk 
= 元 IS (2.90) 
这 样 ， 我 们 得 到 | 
反射 系数 = 网 = | 有 (2.95) 
及 
透射 系数 -加 =|SP. (2.96) 


下 面 ， 我 们 来 确定 反射 系数 和 透射 系数 ， 
从 (2.87) 一 (2.90) 四 式 中 消去 Ci 和 Oz, 就 得 到 


ik ik 让 jp 
Co) +a(ir) =s (oe (2.97) 
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达 这 ik Y Qt)e » 
人 | 内)+a(- 加 =s (it) . (2.98) 


由 以 上 两 式 消去 召 , 有 


及 


2ik/k’ 


(1 (8) Jsh(ee) — 23 Lena) 


由 此 立即 得 到 透射 系数 、 
4k2k? 
(k2 — k2)2sh’ (Ka) + 4k2R2ch? (hea) 


Se 一 一 (2.99) 


IsP = 


(2.100) 


注意 到 
ch? (ka) — sh?(k'a) = 1 


及 天 和 天 的 定义 (2.82) 和 (2.86) 式 ， (2.100) 式 可 改写 为 
Es 
sh?(x‘a)) 


1SP = 


1 -1 
Qi+ 更 (于 (2.101) 
而 ( 矶 
类 似 地 ， 从 (2.97) 和 (2.98) 式 中 消去 9, 可 得 到 反射 系数 


(k? + 2)?sh* (ka) 


[R= 
{k2 + ke'2)2sh* (Ra) + 4k2k2 


{2.102) 
由 (2.101) 和 (2.102) 式 立即 可 以 看 出 ,反射 系数 和 透射 系数 满足 以 
下 关系 : 
[RFE+|SP =1. (2.103) 

这 也 反映 了 概率 守恒 (或 粒子 数 守恒 ). 

由 (2.101) 式 可 见 ， 透 射 系数 15j” 取 0. 这 意味 着 ， 即 使 势 龟 比 
粒子 的 动能 还 高 ， 但 粒子 还 是 存在 穿 过 势 又 的 概率 ， 这 称 为 感 道 效 应 ， 
是 由 粒子 的 波动 性 引起 的 、 
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2° 巨 > Wo 的 情况 . 
在 这 种 情况 下 ， 只 和 需 在 (2.100) 式 中 ， 把 及 换 为 1, 其 中 
pn ED (2.104) 
加 
并 注意 到 


shlikia) = isin(kia), ch(ik1a) = cos(kia), 


就 得 到 透射 系数 为 
4k2k? 


(SP = napa 
(k2 — ke?)? sin? (ka) + 4k2k2 


其 中 天 和 和牛 分 别 由 (2.82) 和 (2.104) 式 给 垃 .反射 系数 ||? 则 可 
由 透射 系数 |S|? 与 守恒 关系 式 (2.103) 确定 . 


83. 量子 力学 基本 原理 简介 


为 了 完整 起 见 ， 在 这 一 节 里 ， 我 们 对 量子 力学 的 基本 原理 以 及 由 
此 得 到 的 推论 作 一 简单 介绍 . 严格 地 说 , 这些 基 本 原理 (包括 作为 量子 
力学 基本 方程 的 苹 定 请 方程 ) 都 是 一 些 以 实验 事实 为 基础 的 假设 . 


3.1， 有 关 量 子 力学 原理 的 基本 假设 
1 一 个 体系 中 的 粒子 状态 ， 直 时 间 和 空间 坐标 的 复 信函 数 一 波 
函数 多 来 描述 ， 在 空间 体积 微 元 dz 中 找到 粒子 的 概率 为 |%|2dz 一 
Typdz. 
车 波 函 数 也 济 足 
/ wldz = 1, (3.1) 


则 称 其 为 规范 化 或 扫 一 化 的 . 
波 函 数 是 不 能 直接 观测 的 ,而 我 们 所 关心 的 是 相应 于 一 个 (出 波 函 
数 描述 的 ) 状态 的 粒子 位 置 、 动 基 及 能 量 等 所 谓 可 观测 的 量 . 为 了 由 描 
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述 粒子 状态 的 波 函 数 得 到 这 些 力学 址 ， 就 需要 借助 与 力学 景 对 应 的 算 
子 ， 

2° 每 一 个 力学 基 4 (不 限于 经 典 的 力学 其 ， 例 如 自 旋 ) 都 对 应 子 
希 尔 伯 特 空间 中 的 -一 个 线性 埃 尔 米 特 (Hermite) 算 子 4. 这 个 算 子 对 
波 函 数 的 作用 是 把 一 个 波 函 数 ( 态 ) 变换 为 男 一 个 波 函 数 ( 态 ). 如 果 描 
述 体系 状态 的 波 函 数 旬 是 算 子 4 的 特征 函数 ， 即 成 立 


Avy = ay, (3.2) 


那么 测量 相应 于 状态 多 的 力学 基 4, 所 得 的 测定 值 就 是 相应 于 该 特征 
函数 几 的 特征 值 a. 


例 3.1， 对 粒子 位 置 2 二 (zx1, 22, Z3)， 相 应 的 算 子 多 (大 
1,2, 3) 作用 于 波 函 数 幼 , 其 结果 为 zky, 即 以 zk 乘 以 幼 . 


鲍 3.2. 对 动 基 了 = (pi,p2,ps), 相应 的 算 子 所 = 
一 过 有 做 一 1,2,3). 有 时 记 信 二 一 i 反 Y, 但 它 是 一 个 向 量 算 子 . 


例 3.3. 粒子 的 经 典 角 动量 为 


l=zxp. (3.3) 
其 分 量 分 别 为 
ll = zaps 一 Zapz， 
ly = Zapl 一 Zlps， 
la = Zapa ~ Yapi. 
相应 的 算 子 则 分 别 为 
. 0 
呈 二 一 入 (= 过 一 “a ， 
了 。 0 0 
5 -ia 人 (ea 二 -= ， (3.4) 
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(3.4) 式 又 可 写 为 
{=zx xDB. (3.5) 


例 3.4. 设 热 场 了 (2) 中 粒子 的 能 景 由 哈密 顿 基 
1 
= lp + Ve) 


给 出 ， 与 其 相应 的 算 子 即 险 密 频 算 子 


大 2 
B= -TA+V(e). 


3? 车 描述 粒子 状态 的 波 函 数 区 不 是 算 子 4 的 特征 函数 ， 那 么 ， 
一 次 测量 该 力学 基 4 的 结果 仍 为 算 子 A 的 某 个 特征 值 ， 生 经 过 此 次 
测量 后 ， 原 先 的 状态 转变 为 算 子 A 相应 于 这 个 特征 值 的 特征 函数 . 

也 就 是 说 ， 在 一 个 体系 处 于 量子 态 划 ( 非 等 征 态 ) 时 ， 测 时 该 力学 
量 4 一 般 会 出 现 各 种 可 能 的 结果 (对 应 于 不 同 的 特征 态 )， 且 出 现 每 种 
可 能 的 结果 都 有 确定 的 概率 .对 于 都 用 人 来 描述 其 状态 的 大 量 完全 相 
同 的 体系 , 如 进行 多 次 测量 (每 个 体系 最 多 只 测量 一 次 ), 所 得 结果 的 平 
均值 为 


(4) = / PAYdz, {3.6) 


这 里 假定 少 是 规范 化 的 测 基 结果 围绕 平均 值 的 涨 落 A4 由 下 式 确 
定 : 


(AA)’ = ((4— (4))) = [BA (Aydz. (3.7) 


4 描述 粒子 体系 状态 的 波 函 数 (关于 时 间 全 的 演化 满足 如 下 的 攻 
定 二 方 程 yy 
Hy, (3.8) 


ihsr 


其 中 厅 为 哈密 顿 算 子 . 


3.2、 算 子 的 对 易 关 系 

设 全 及 户 为 着 尔 伯 将 空间 中 的 两 个 线性 算 子 ， 一 般 来 说 ,它们 
的 乘积 (理解 为 算 子 的 连续 作用 ) 不 满足 交换 律 ， 与 启 之 间 的 换 位 
分 子 


[4, 闻 = AB -BA (3.9) 
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在 量子 力学 中 通常 称 为 对 吻 式 . 我 们 有 如 下 对 易 关系 . 
(a) 基本 对 易 式 


[Bx, By] = Hbky. (3.10) 
事实 上 
TI 者 四 一 iin 
~ 0 
例 (z1W) = -i (9) 
从 而 
[B13,B] = mB (rd) = ihy. 
对 其 它 各 式 可 类 似 地 证 明 . 
{b) 角 动 其 的 对 易 式 
,b=0 (k= 1,2,3), (3.11) 


,bl = i ,a] =i， ,=i。 (3.12) 
我 们 只 证 明 (3.12) 中 的 第 一 趟 . 由 了 分 量 的 定义 (3.4), 有 


他 个 - 0 0 Ow Ow 
low =— -一 一 To 一 (一 一 一 一 了 一 一 
1 2 运 (= 起 ) (ih) (sw 号 了 岂 ) 


2 2 
四 _ yp Ck 
(om Brziazs 2 Do 3 OriDr» 


Oy 2 OV 
+ 一 下 2 


这 2 Oy 
bhiy = 一 记 La 四 幼 
2 如 (em 5 1 TI1T2 5 


十 T17Z3 
x 
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将 以 上 两 式 相 减 ， 即 得 


~ Ov Ow 
(a (2 ‘ee -ml = iflay. 


这 就 证 明了 (3.12) 中 的 第 一 式 ， 其 余 各 式 可 类 似 地 证 明 (作为 习题 ). 


3.3. 测 不 准 关系 

首先 讨论 加 时 测 基 两 个 力学 其 的 问题 . 这 在 经 典 物理 学 中 是 不 成 
问题 的 : 原则 上 ,在 任何 状态 下 间 时 测量 多 个 力学 量 都 能 够 得 到 确定 
的 值 . 但 在 量子 力学 中 , 情况 就 不 同 了 . 由 前 述 假设 2", 在 某 个 状态 下 
同时 测量 两 个 力学 其 ， 又 要 求 它们 都 有 确定 值 ， 这 个 状态 必须 是 相应 
于 这 两 个 力学 其 的 算 子 的 共同 特征 态 . 

下 面 对 这 一 问题 作 进一步 的 考察 . 对 某 一 状态 功 , 测 基 力学 基 4 
及 BB 的 不 确定 性 ， 分 别 由 其 涨 落 A4 和 AB 表示 ,由 涨 落 的 定义 
(3.7) 及 算 子 的 埃 尔 米 特性 质 ( 复 对 称 性 ), 有 


(A4) = f 1(2- CO)wpar 


1B- (BwhPas. 


利用 算 子 的 埃 尔 米 特性 质 及 许 瓦尔 兹 (Schwarz) 不 等 式 ， 我 们 得 到 


i 


(AB) 


上 


J )(B- (Bes 
= |/ C0 oe 
< f(A- jer [1B - (Bwhas 
= (AA4.AB). (3.13) 
不 难 直 接 验证 
(A— (A)(B- (8B))= G+i6, (3.14) 
其 中 


GO=3((4- (WB (B) + (B- (BA (A)), (315) 
6-54 有, (3.16) 
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且 人 @ 和 均 为 去 尔 米 竺 算 子 这样， /有 Gedz 和 /Cwaz 均 为 
实数 ， 从 而 由 《3.14) 趟 易 得 
|/ Wa- (a)(B- ya 
= |/ wavar| 十 |/ 3evasl . 
再 由 (3.13) 式 ， 并 注意 到 (3.16) 式 ， 就 得 到 
CA4'Asz > |/ 5Cyar 
= 了 /aa Biyas| ， 
即 
IA4.ABl>242, 一 ) (3.17) 


这 就 是 对 量子 态 而 言 ， 任 意 两 个 力学 基 的 涨 沙 必 须 满足 的 关 茶 式 ， 称 
为 测 不 准 关系 ， 


例 3.5、 设 人 = 六, 房 = 遍 . 由 对 易 关系 (3.10), 有 
[2 
利用 测 不 准 关 系 (3.17), 立即 得 到 
|Az1: Api|>h/2. (3.18) 


这 说 明 不 可 能 同时 测 得 粒子 的 位 置 与 速度 的 精确 值 ， _ 
由 (3.17) 式 可 见 ， 如 果 两 个 力学 重 4 及 B 对 应 的 算 子 4 和 户 
不 对 吻 ( 即 [人 到 天 0), 则 一 般 来 说 。 人 4 和 人 及 不 能 同时 为 零 ， 
即 4 与 召 不 能 同时 有 确定 的 值 ， 4 和 房 也 不 可 能 有 共同 的 特征 画 
教 ， 因 此， 两 个 力学 量 4 和 召 可 以 问 时 具有 确定 观测 值 的 条 件 为 


[对 司 =0. (3.19) 
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$4. 相对 论 量子 力学 与 狄 拉 克 (Dirac) 方程 


鞭 定 请 方程 是 非 相 对 论 其 子 力学 的 基本 方程 它 用 于 描述 原子 和 
分 子 的 绝 大 多 数 现象 ， 包 括 低能 核 物理 的 许多 现象 ， 都 是 很 成 功 的 
这 主因 为 在 这 些 现象 中 ， 粒 子 运动 的 速度 远 小 于 光速 ， 相 对 论 效 应 不 
显著 ， 薛 定 请 方程 足 一 个 很 好 的 近似 . 但 一 涉及 高 能 领域 , 在 许多 情况 
下 ， 非 相对 论 性 的 薛 定 刘 方 程 就 显得 无 能 为 力 ， 而 必须 在 相对 论 效应 
下 考虑 波 函数 满足 的 方程 


4.1, 克 莱 因 一 高 登 (Klein-Gordon) 方程 
萃 定 调 方 程 


让 
i = (- 坟 A+) 她 


在 形式 上 关于 时 间 与 空间 变量 的 地 位 是 不 对 等 的 (关于 时 间 t 是 一 阶 
偏 导数 ， 关 于 空间 变量 是 二 阶 偏 导数 ), 因而 这 个 方程 在 洛 伦 兹 交换 下 
不 具有 不 变性 . 

几乎 与 提出 薛 定 刘 方 程 同 时 ， 就 有 人 提出 了 相对 论 性 波动 方程 ， 
由 狭义 相对 论 中 药 能 基 -动量 公式 


PB? — clpl? = E?, (4.1) 
其 中 巨 及 pp 分 别 为 粒子 的 总 能 量 和 动量 ，o 二 moc? 为 粒 于 的 静止 
能 基 , 而 c 为 光速 ，rmo 为 粒子 的 静止 质量 ( 见 第 九 章 (4.31) 和 (4.32) 


式 ), 我 们 有 
E? = clpl? + m2ct. (4.2) 


在 (4.2) 式 中 形式 地 作 由 (2.10) 式 给 出 的 替换 


0 
Bi p—~ifiy, 


并 将 所 得 的 算 子 作用 王波 函数 细 , 就 得 到 


2 272A 2 .4 
一 下 Be 下 AY + mc’y. (4.3) 
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这 个 方程 称 为 克 莱 天 一 高 登 方 程 - 注意 到 方程 (4.3) 可 写 为 


2 
$=0, 49 


由 波动 方程 


关于 洛 伦 兹 变换 的 不 变性 ( 见 第 九 章 82), 立即 可 以 得 到 克 莱 因 一 高 登 
方程 关于 洛 伦 兹 变换 的 不 变性 . 
克 莱 因 一 高 登 方 程 虽 然 满足 洛 伦 兹 不 变性 ， 但 由 于 其 中 含有 波 函 
数 关于 + 的 二 阶 偏 导 数 ， 在 对 波 函 数 进行 解释 时 届 到 了 很 大 的 困难 . 
如 果 仍 用 
p= 失信 下 


定义 粒子 的 概率 密度 ， 由 于 此 时 不 再 成 立 
da 
di /Rs Pde =0, 


这 是 不 合理 的 ， 人 们 昌 曾 有 过 各 种 尝试 ， 企 图 修改 p 的 定义 使 上 式 得 
以 成 立 ， 但 均 未 获得 成 功 . 这 样 ， 用 克 莱 因 - 高 登 方 程 作 为 描述 自由 
粒子 状态 的 波动 方程 并 不 合适 ， 而 该 方程 也 被 拉 置 达 七 年 之 久 ， 直 到 
1934 年 ， 泡 利 (W. Pauli) 和 维 斯 考 夫 (V. Weisskopf) 给 予 这 个 方 
程 以 新 的 解释 ， 它 不 是 一 个 单独 粒子 的 波动 方程 ， 而 是 一 个 场 方程 (如 
同 麦 克 斯 韦 方程 组 是 电磁 场 的 方程 那样 ), 并 对 它 进行 了 量子 化 ， 才 重 
新 引起 人 们 的 注意 . 


4.2. 电子 自 旋 

前 面 对 由 粒子 组 成 的 量子 系统 ， 只 用 一 个 分 量 的 波 函 数 来 描述 的 
作法 有 些 过 于 粗略 . 实验 表明 , 已 发 现 的 大 多 数 粒子 均 存 在 “ 自 施 ”; 只 
有 少数 可 称 作 标 量子 的 粒子 , 如 7 介子 的 核 及 某 些 原子 , 其 自 旋 为 零 
对 于 自 施 为 零 的 粒子 ， 只 用 一 个 分 其 的 波 函 数 就 可 以 了 ， 但 对 自 施 不 
为 零 的 粒子 ， 只 用 一 个 分 其 的 波 函 数 就 不 够 了 . 

历史 上 ， 电子 的 委 施 是 1925 年 为 了 解释 光谱 线 的 精细 (多 重 ) 结 
构 , 特 别 是 碱 金属 光谱 的 双 线 结构 而 引进 的 . 例如 ， 销 (Nay) 原子 光谱 
中 的 一 条 很 亮 的 黄 线 ， 如 用 高 分 辨 率 的 光谱 仪 进行 观察 ， 就 发 现 它 由 
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很 靠近 的 两 条 谱 线 组 成 ， 其 波长 分 别 为 5890 A 和 5896A, 仅 相差 6A 
(1A= 107 m). 为 了 解释 这 一 现象 ,提出 了 电子 白话 的 假 没 ， 电子 
除了 绕 原子 核 运动 外 ， 还 有 自 旋 ， 且 自 旋 角 动 址 在 空间 任何 方向 的 投 
影 只 取 两 个 值 - 

最 初 的 自 旋 假 设 的 把 电子 的 运动 视 为 地 球 绕 太阳 运动 那样 :一方 
面 电 子 绕 原 子 核 运动 , 有 相应 的 轨道 角 动 其 ; 另 一 方面 又 有 自转 , 有 相 
应 的 自转 角 动 其 , 但 是 , 把 电子 自 施 视 为 机 械 的 自转 是 不 正确 的 , 实际 
上 ,电子 自 旋 的 角 动 量 不 能 用 普通 机 械 运 动 的 角 动 量 z x p 来 表示 ， 
过 要 人 让 到 本 的 对 吻 关系 出 发 来 讨论 

= (51, $2, 93) 表示 电子 的 自 旋 角 动量 . 由 角 动 量 算 子 的 对 

本 @ 12) 式 , 应 有 


$15, — $61 = = i 
名 名 一 $56 = = 19), (4.5) 
S551 — B15 = 1h8,, 


其 中 Sy 表示 相应 于 5; 的 算 子 . 由 (4.5) 式 可 以 证 明 ， 角 动量 分 基 名 
(对 于 鲍 和 总 也 如 此 ) 共有 2s 十 1 个 特征 信 ， 它 们 是 


A=msh (ms = ~s,—s+1,...,s— 1,8) 


( 见 图 ). 但 实验 表明 ， 电 子 自 旋 角 动车 在 任何 方向 的 分 量 只 有 两 个 可 
能 值 ， 因 此 ，“ 自 旋 ” 有 时 被 认为 是 所 有 物理 量 中 最 “量子 力学 ”的 
这 样 ， 就 应 有 2s 十 1 = 2, 即 s = 寺 从 而 ms = 土 3. 这 就 是 说 ， 
角 动 量 在 任何 方向 的 分 量 只 能 取 土 万 /2, 恰 为 屁 尔 当时 对 电子 给 出 的 
基于 化 角 动 量 最 小 值 的 一 半 (参见 (1.10) 式 ). 不 仅 是 对 电子 ， 对 质子 
及 中 子 等 ， 情况 也 是 如 此 ， 这 种 自 旋 为 /2 的 奇数 倍 的 粒子 称 为 费 米 
(Fermi) 子 

这 样 ， 电 子 就 不 是 一 个 仅 有 三 个 自由 度 的 粒子 ， 还 具有 自 旋 这 个 
自由 度 ， 因 此， 要 对 电子 的 状态 进行 完全 的 撒 述 ， 必 须 考虑 其 自 旋 状 
态 ， 精 确 地 说 ， 要 考虑 自 旋 在 某 个 方向 (通常 取 为 za 轴 方 向 ) 投影 的 
两 个 可 能 的 取信 和 情况， 这样， 波 函 数 除 依赖 子 2 外 ， 还 应 依赖 子 自 旋 
投影 这 个 变量 (通常 取 为 53): 


p(w, $3) = ( A ) . (4.6) 
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这 个 波 函数 称 族 量 波 函 数 , 其 物理 意义 如 下 :| 中 (2, 记 /2) 上 2 表示 位 置 
在 宅 处 自 旋 向 上 ( 即 53 = 万 /2) 的 电子 的 概率 密度 ; 而 (zw, 一 起/2) 
表示 位 置 在 zw 处 白族 向 下 ( 即 S3 = 一 请 /2) 的 电子 的 概率 密度 . 


: 
0) 

由 (4.6) 式 给 出 的 波 函 数 可 以 表 为 
WL, 53) = Pw, /2)a + P(E, —h/2)8. {4.8) 


因此 ， 自 旋 波 函 数 可 以 用 2 行 1 列 的 矩阵 a 和 6 表示 ， 相 应 地 ， 自 
旋 算 子 就 要 用 2 阶 方 阵 表示 ， 使 算 子 矩阵 与 波 函数 的 乘积 仍 是 一 个 波 
函数 .为 简单 计 ， 代 替 自 旋 角 动 攻 算 子 3, 由 下 式 引 进 泡 利 算 子 a: 


5= -ho. (4.9) 
设 o 的 分 量 分 别 为 01, oa 及 03, 由 5 满足 的 对 易 关系 (4.5) 可 得 
| F102 — 0201 = 2ig3, 


203 一 0302 = 2i01, (4.10) 
Gs01 — 0108 = 2i0». 


由 于 信 沿 任何 方向 的 投影 只 能 取 值 ( 即 其 特征 值 ) 十 上 /2， o 沿 任何 方 
向 的 投影 只 能 取 值 土 ， 因此， 如 果 将 o 的 分 量 用 2 阶 方 阵 表示 ， 那 
么 这 些 短 阵 的 特征 值 就 都 是 土 1, 从 而 


=02=0o2=1, (4.11) 


其 中 工 为 2 阶 单位 阵 . 
以 02 分 别 左 习 及 右 乘 (4.10) 中 的 第 2 式 , 并 利用 (4.11) 式 , 即 


得 


Ga 一 020302 = 2ioool， 


0a030o 一 03 = 2i0g102. 
将 以 上 两 式 相 加 ， 就 有 


O102 十 Goal 一 0. 
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类 似 地 可 证 明 ， 01, ca 和 ca 满足 下 述 反 对 易 关 系 : 
TjOk 十 OO = 0, Yik. (4.12) 
再 利用 (4.10) 式 ， 就 得 到 01, ca 及 as 之 间 应 满足 的 代数 关系 


F203 = —0302 = 1ol， (4.13) 


0l102 = 一 0201 = 103， 
0aoi = 一 Il103 一 102. 


下 面 来 求 ", 52 及 03 的 具体 矩阵 表示 ， 先 考察 3, 设 


Qa a 
aa 一 11 12 , 
CQ21 0Q22 


因为 由 (4.7) 式 给 出 的 a 及 厅 分 别 为 03 相应 于 特征 值 ] 及 一 1 的 特 


征 向 量 ， 就 有 

Ql G12 1Y_/1 

021 O22 0) \o0 

Ql Ql 0y__f0 

Q21 Q22 1 工矿 
由 此 立即 得 到 

1 0 
os 一 ( 0 1 ): (4.14) 
又 设 


_ fa by 
a- (2 SE 
oa 作为 一 个 力学 量 相应 的 算 子 ， 必 是 埃 尔 米 特 的 《Hermitian), 其 相 


应 的 矩阵 为 埃 尔 米 特 阵 ， of = oa, 其 中 of 为 01 的 转 置 共 孝 ， 这 就 
要 求 ba1 = pi2, 故 


由 反对 易 关系 (4.13) 中 的 第 三 式 及 (4.14) 式 ， 有 


bi Da 1 0 ff 0 bn bs 
Da bo 0 ~1/ 0 一 1 Ba boz f°? 
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从 而 得 到 
bi = boz = 0. 
再 利用 o? 二 了 ( 见 (4.11) 式 ), 又 有 
lb = 1, 


从 而 加 2 = ei9. 通常 取 6 二 0, 这样 就 有 


0 1 
“= (70). {4.15) 
在 求 得 01, os 后 ， 再 利用 (4.13) 中 的 第 3 式 ， 就 立刻 得 到 
0 2 
“= (9 0) {4.16) 


由 《4.15), (4.16) 及 (4.14) 式 给 出 的 2 阶 矩 阵 01, 02 及 aa 称 为 沟 
利 阵 ， 泡 利 阵 非但 是 自 旋 算 子 的 一 种 重要 表示 ， 其 它 的 应 用 也 极其 广 
泛 


4.3. 犹 拉克 方程 

为 了 克服 克 莱 因 一 高 登 方 程 所 遇 到 的 困难 ， 狄 拉克 (P. A. M. 
Dirac) 在 1928 年 提出 了 电子 的 相对 论 波动 方程. 

受到 泡 利 在 非 相对 论 量子 力学 中 用 两 个 分 量 的 波 函 数 描述 电子 运 
动 的 启发 ， 犹 拉克 提出 波 画 数 应 为 向 量 的 形式 : 


Wilt, w) 
Wzlt, 2) 


. ， (4.17) 
Wlb 2) 
其 中 网 (Kk 二 1，………,n) 均 为 复 值 函 数 ， 而 电子 在 空间 的 概率 密度 则 
定义 为 
plt2) = > | 办 他 可 (4.18) 
上 上 述 定义 的 概率 密度 显然 满足 非 负 性 要 求 ， 即 


Plt, 2)>0. (4.19) 
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对 于 由 (4.17) 式 给 出 的 波 函 数 ， 提 出 如 下 要 求 : 
1° 保证 总 概率 守恒 ， 即 成 立 


d 
豆 人 plt, 2)dz = 0. (4.20) 


2° 波 函 数 满足 的 方程 具有 洛 伦 兹 不 变性 . 

3° 波 函 数 的 每 一 个 分 基 We(t, 江 ) 均 满足 克 莱 因 - 高 登 方程 (4.4). 

要 求 1" 是 很 自然 的 。 2° 是 对 相对 论 物理 规律 的 要 求 . 而 要 求 3° 
则 是 受 电磁 场 中 麦克 斯 韦 方程 组 的 启发 . 事实 上 , 自由 电磁 波 满足 的 麦 
克 斯 韦 方程 组 是 一 个 一 阶 偏 微 分 方程 组 (下面 将 会 看 到 ， 在 要 求 1 和 
2° 下 ， 波 函数 %(t, me) 满足 的 方程 也 应 是 一 个 一 阶 偏 微分 方程 组 ), 但 
电场 和 磁场 的 每 一 个 分 基 均 满足 波动 方程 ( 见 第 一 章 (5.27) 和 (5.28) 
式 ). 将 波 函 数 满足 的 方程 与 麦克 斯 韦 方程 组 进行 类 比 ， 狄 拉克 提出 了 
对 波 函 数 的 要 求 3"， 
下 面 我 们 考察 ， 在 要 求 1%, 2° 及 3? 下 ， 波 函数 功 所 满足 的 方程 
应 具有 怎样 的 形式 ， 

为 使 (4.20) 式 成 立 ， 即 


= 人 (各 ee (4.21) 


当 和 《太一 卫 …, 风 ) 给 定时 ， 2 (k = 1.…,n) 就 不 能 任意 取 
信 ， 这样 ， 流 本 类 满足 的 方 各 就 能 合 有 流 本 歼 关 于 时 间 上 的 一 阶 入 
导数 . 而 在 相对 论 时 空 观 里 ,空间 坐标 与 时 间 坐 标 处 于 对 等 的 地 位 ， 若 
要 求 该 方程 具有 洛 伦 交 不 变性 ， 它 也 只 应 包 售 波 函数 关于 空间 变革 
的 一 阶 偏 导数 . 因此 ， 考 虑 到 克 业 因 - 高 全 方程 (4.4) 的 形式 , 狐 拉 克 
建设 将 电子 的 波 函 数 所 满足 的 波动 方程 取 为 如 下 形式 ; 


3 
lw + DA 于 + By = =0, (4.22) 
2 


其 中 A; (7 = 1,2,3) 及 B 均 为 无 量 纲 的 n 阶 方 阵 . 考虑 到 时 间 与 空 
间 的 均匀 性 ， A; 及 B 还 应 与 + 及 2 无 关 ， 其 元 素 为 复 常数 


84. 相对论 量子 力学 与 狄 拉克 (Dirac) 方程 273 


方程 组 (4.22) 也 可 写 为 如 下 哈密 顿 系统 的 形式 : 
8 六 


i = By, (4.23) 
其 中 哈密 顿 算 子 
到 = ihcy A Om cB 
四 各 78zy 9 
3 
= cD AB+mocB, (4.24) 
3=1 


这 里 利用 了 Dp = 一 i 友 Y. 相应 的 哈密 顿 量 为 


3 
H=eY 4j2j + moc?B. (4.25) 
j= 


为 了 保证 概率 守恒 律 (4.20) 式 成 立 ， 还 应 要 求 哈密 顿 算 子 家 是 
埃 尔 米 特 的 ， 即 4; 及 B 均 为 埃 尔 米 特 降 : 


N=4 (=12,3), B=B, (4.26) 


中 4 表示 4i 的 共 轿 转 置 阵 ， 4; = (Aj)” 等 . 
事实 上 , 在 Aj (j = 1,2,3) 及 B 均 为 埃 尔 米 等 阵 的 假设 下 ， 对 
方程 组 (4.22) 两 端 取 共 入 转 置 ， 得 


1 Our* 3 Ou , 
wy Woe 


B=0. (4.27) 


以 多 左 乘 方程 组 (4.22), 以 纱 右 乘 方程 组 (4.27), 并 将 所 得 的 结果 
相 加 ， 就 得 到 


3 


10,.. 8,, 
B+ BY) =0, (4.28) 


j=1 
即 
op 


有 +div 了 = (4.29) 
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其 中 二 仇人 是 (4.18) 式 给 出 的 概率 密度 ， 而 
j= (YAY, Ag, Asy)™ (4.30) 


称 为 棋 率 流 密度 向 量 . 只 要 在 |Z| 一 co 时 ， 芭 (人 人) 以 足够 快 的 速度 
趋向 于 零 ， 利 用 格林 公式 ， 由 (4.29) 式 立 即 得 到 概率 守恒 律 (4.20). 

接 要 求 3"， 波 函 数 区 (t, 人) 的 每 一 个 分 量 均 应 满足 克 莱 因 - 高 登 
方程 (4.4), 即 应 成 立 


1 Py mec? 
EE A+ 


由 这 一 要 求 会 得 到 什么 结论 呢 ? 以 算 子 


=0, {4.31) 


即 


Oy 
OrjOrk 


18 1 

m7 5 > (AAr + ArAj;) 

0 Ot2 2 2 了 了 

mec? 
2 


im 


肥 Biy=0. (4.32) 


ce [ez 

0 六 (2 十 B34) + 

比较 方程 组 (4.32) 与 (4.31) 的 系数 阵 ， 就 得 到 对 有 上 二 1,2,3 成 立 
104, /1 j=%, 
3(4As + hedy) = { 0 2 

AB+BA=0: 

B=1, 
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其 中 了 表示 n 阶 单位 阵 ， 这 就 是 说 ， 这 些 系数 阵 需 满足 以 下 性 质 ， 

(0) 4A?= B= A8= B=1; 

(2) 41, 42, 4s 及 B 之 中 的 任意 两 个 都 是 反对 易 的 , 即 交换 其 箭 
积 的 次 序 只 改变 符号 . 

方程 组 (4.22) 系数 阵 应 满足 的 埃 尔 米 特性 质 和 以 上 两 条 要 求 ， 已 
经 概括 了 阵 4 ，A42. As 及 B 的 全 部 代数 性 质 ， 下 面 由 此 决定 这 些 阵 
的 表示 形式 . 

首先 说 明 ， 满 足以 上 条 件 的 这 些 阵 的 阶 数 ， 即 犹 拉 克 波 函数 分 二 
的 个 数 ， 只 能 是 偶数 ， 事 实 上 ,由 A; 与 BB 的 反对 易 性 有 


AjB = -BA,. 


由 此 得 到 
det A;. det B = (—1)" det B . det A;. 
由 (1) 知 ， det 47 和 det B 均 不 为 零 . 因此 (一 1)* = 1, 即 n 为 偶 
数 . 
其 次 说 明 ， 必 成 立 n>4. 为 此 先 证 明 下 述 引 理 . 


引 理 和 1。 设 2 阶 阵 41]，Ao 和 As 两 两 反对 易 ， 且 成 立 
至 一 可 = 人 = 开 则 4 Az, 43 及 了 了 在 所 有 2 阶 埃 尔 来 特 阵 组 
成 的 实 向 量 空间 中 是 完备 的 ， 即 住 一 2 阶 埃 尔 米 特 阵 一 定 可 以 表示 为 
它们 的 实 线性 组 合 . 


证 明 ”注意 到 所 有 2 阶 埃 尔 米 特 阵 组 成 的 实 向 量 空间 等 价 于 职 4， 
只 需 证 明 41, Az, As 及 了 线性 无 关 即 可 ， 设 存在 实数 和 0, Xi， 》Xa 及 
As 使 
MT+ 和 141 十 和 Adz 十 和 3A3 = 0， (4.33) 
我 们 要 证 明和 0 一 Xi 一 Xe = Xa 一 0. 
以 As 分 别 左 彩 及 右 箭 上 式 ， 可 得 


MAs+AAsdi+hAsA2 t+ hd =0 
及 
Mhs+A 和 AAAs + AAsAhs + MA2 = 0. 


将 以 上 两 式 相 加 ,并 注意 到 4s 与 A1 及 As 的 反对 易 性 以 及 入 二 了 
立即 得 到 
Ao4a + Asf = 0. 
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但 由 4s 满足 的 上 述 性 质 (1) 及 (2) 易 知 ， 4s 既 不 可 能 是 零 矩阵 ， 也 
不 可 能 是 单位 阵 与 一 个 实数 的 乘积 ， 因 此 由 上 式 有 Xo = XA3 = 0. 这 
样 ， (4.33) 式 变 为 

MA1+ Md2 = 0. 


以 Az 分 别 左 乘 及 右 冬 上 式 , 并 将 所 得 结果 相 加 , 利用 Ai 与 Az 的 反 
对 易 性 ， 又 可 得 和 二 0, 从 而 由 上 式 可 得 和 = 0. 引 理 证 毕 . 


如 果 %% 二 2, 由 引 理 4.1, B 一 定 可 以 表示 为 41, 42, 4s 及 了 的 
线性 组 合 . 但 用 证 明 引 至 4.1 同样 的 方法 , 又 可 以 证 明 41, A2, As, BB 
及 了 是 线性 无 关 的 (作为 习题 ). 这 就 导致 矛盾 ， 从 而 nn 之 4. 

取 nn 二 4. 此 时 满足 上 述 要 求 (上 ) 及 (2) 的 4; (7 = 1,2,3) 及 
召 并 不 是 唯一 的 ， 可 以 有 不 同 的 表示 . 常用 的 一 种 表示 称 为 泡 利 一 多 
拉克 表象 . 在 这 种 表象 中 ， 到 B 为 对 角 阵 ， 且 考虑 到 B? = 了 取 


a- (3 中 (4.34) 


其 中 了 为 2 阶 单 位 阵 ， 再 设 


= ( ) (j= 1,2,3), (4.35) 


其 中 Qj, B;, Yj 及 65 均 为 2 阶 阵 . 利用 4j 与 B 的 反对 易 关 系 ， 并 
注意 到 B 的 表示 (4.34), 就 得 到 


-3 
他 一 % 广 


所 以 or = 6 = 0, 从 而 (4.35) 式 变 成 


4- (2 4) (=12,3). 


但 4; 为 埃 尔 米 特 阵 ， 应 有 Yj = 让 ,所 以 
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再 利用 4 = 也 又 有 
B87 = BB; = 1 


不 妨 取 记 亦 为 埃 尔 米 特 阵 ， 即 成 立 厅 = Bj, 就 有 


4 (RY) G02 (0) 


B= (j=1,2,3). (4.37) 
再 利用 反对 易 关 系 ， AjAk = 一 4kA; (k 关 四 ,由 (4.36) 式 可 得 


BB 0 YY.__/BB; 0 , 
(a 


这 说 明 DB, fB2 及 房 之 间 也 满足 反对 易 关系 
BB = —BeBy, 天 天 了 {4.38) 
由 本 节 第 2 段 中 对 电子 自 施 角 动 甚 的 讨论 可 见 ， 泡 利 降 
01 0 -i 1 0 
10N “27 0 “lo 
满足 (4.37) 和 (4.38) 式 对 B; (7 = 1,2,3) 的 要 求 ， 而 且 根 据 引 理 
4.1, 上 述 三 个 泡 利 阵 连 同 2 阶 单位 阵 在 所 有 2 阶 埃 尔 米 特 阵 组 成 的 实 
向 量 空 间 中 是 完备 的 . 因此 可 以 取 
B=0 (f=1,2,3). 


于 是 ， 由 (4.36) 式 即 有 


4-( 本 ) (7 = 1,2,3). (4.39) 
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由 (4.39) 和 (4.34) 式 ， 并 利用 泡 利 阵 的 表达 式 ， 我 们 得 到 


0001 
0010 
和 =|oroo 中 
1000 
0 0 0 -i 
ooio0 
4 和 =|o-ioo| 
i 0 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 -1 
4 和 =|ooo| 
0 -10 0 
10 0 0 
01 0 0 
B=|00-.10 
00 0 -1 


这 就 是 4 (j 一 1,2,3) 和 B 在 泡 利 ~ 狄 拉克 表象 中 的 表示 . 
将 上 述 表 示 代入 方程 组 (4.22) 中 ,就 得 到 在 泡 利 - 狄 拉克 表象 中 
波 函 数 满足 的 方程 组 为 


人 0001 py 
19|w%Ii|looriole|w 
< 下 | 人力 0100 1965|% 

Wa 1000 Wa 

0 0 0 -i wl 
EE 0 i 0 A 
0-i00 |a| vw 
i 0 0 0 a 
00 10 人 碳 
上 0 0 -1 a 
100 0 |8rl| 
0 -10 0 a 
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10 0 0 1 

imocI1 01 0 0 Va 
声 00 -1 0 Wa 
00 0 -1 pa 


=0. (4.40) 


它 称 为 狄 拉克 方程 组 ,是 相对 论 量子 力学 的 基本 方程 组 . 


4.4， 自由 电子 的 平面 波 解 
讨论 犹 拉克 方程 组 (4.40) 的 平面 波 解 ， 即 求 其 形 如 


wb 2) = pp)eiP eA (4.41) 


的 解 (参见 (2.9) 式 ). 将 上 式 代入 方程 组 (4.22) 可 得 = (91,62,63,64)™ 
满足 


b> Cp;Ai+ me 有 $= 五. (442) 
5=1 


注意 到 4) 和 B 的 矩阵 表示 (4.39) 及 (4.34), 易 知 上 式 可 写 为 


(BE— moc’) ( 机 ) —c(o.p) ( 网 ) =0 (4.43) 


及 
lg. Pi gy 
co 了) ( go ) + (E+moc’) ( ge ) =0, (4.44) 
其 中 , 
op = Dpoy. {4.45) 
j=1 
线性 代数 方程 组 (4.43) 一 (4.44) 有 非 平凡 解 的 充分 必要 条 件 为 
(B-mo)t co:p 
人 ( eo:p (B+ moc?)1 =0, 
易 知 它 等 价 于 


det(( 本 一 mic97 -cc D)2) = 0. 
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但 由 泡 利 阵 满足 的 (4.37) 一 (4.38) 式 ， 有 (0.p)? = |p|? 了 ,于 是 上 述 
条 件 化 为 
EF? ~ m2ct ~ clpl? = 0. (4.46) 


从 这 个 方程 可 以 解 得 


Ez = 士 cV |pl? + mee?. (4.47) 


这 两 个 解 分 别称 为 正 能 量 解 与 负 能 量 解 . 下 面 将 会 看 到 ， 对 应 于 正 、 
负 能 其 解 , 线性 代数 方程 组 (4.43)}- 一 (4.44) 均 各 有 两 个 线性 无 关 的 解 . 
由 方程 组 (4.43) 一 (4.44) 可 解 得 


ps Ce 
(%)- Bm 万 FE -本 ( 史 】 (448) 
页 1 5c . $s 
( 多 ) = FD ( 入 ) (dg) 
其 中 矩阵 
.p= ps 2 ~ ip 
°°? ( Di 二 ip 一 ps ) (4.50) 
有 两 个 特征 值 
和 z= 士 | 中 |， (4.51) 
而 相应 这 两 个 特征 值 的 特征 向 量 分 别 可 到 为 
D1 一 iD? Pi— ips 
(Wi) ( 呈 史 小 (4.52) 


对 应 于 马 二 E+, 在 (4.48) 式 中 分 别 取 ( 血 , 92)” 为 上 述 两 个 特 
征 向 量 ， 就 得 到 方程 组 (4.43) 一 (4.44) 的 两 个 线性 无 关 的 解 


pi 一 ip2 Pi1 一 ip2 
pp) ol 
ciPI(p1 ~ ips 一 ClPp 一 ip 
$= | Bm 及 Btme |. (453) 
clpl(lp! — ps) cipl(lpl + pa) 


E+ moe? 五 + moc? 
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将 以 上 两 个 解 代入 (4. 和) 式 ， 即 得 狄 拉克 方程 组 (4.40) 相应 于 正 能 


其 五 = 万 + 的 平面 波 解 


Pal 


—ipz 


四 一 ma 


Er 
clpl( 


clpl(p1 — ip2) 


ip 一 RH (4.54) 


+ moc? 


Ip| ~ ps) 


Er 


Pp1 


十 moc? 


一 ip2 


一 人 | 十 pa) 


荔 一 EB. 


clpl 


~clpl(p, — ip2) 


eiP TE (4.55) 


十 moc? 


Ipl + ps) 


E+ 


十 moe? 


类 似 地， 对 应 于 已 = 鼠 ,在 (4.49) 式 中 分 别 取 (pa, 4)7 为 由 


(4.52) 给 出 的 两 个 特征 向 量 ， 
性 无 关 的 解 为 


一 clpl(pr 一 ip2) 


就 可 得 方程 组 (4.43)-_(4.44) 的 两 个 线 


clpl(p1 — ip2) 


[BE-_|+ moc? |E_|+ moc? 
~—clpl(lp| — p83) —clpl(|pl| + p 
9 上-| + moe 及 PE a ，(4.56) 
Pb1 一 ip D1 一 ipo 
lpl — ps {lp| + ps) 


从 而 犹 拉克 方程 组 (4.40) 相 


~clpl 


应 于 负 能 量 瑟 二 已 的 平面 波 解 为 


二 cl ~ ip2) 


IE- 
—clp| 


(Jp| — ps) 


+ moc? 


IE- 
Di 


二 | 


一 1p2 


Ip} —ps 
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clpl(p: 一 is) 
| 五 -| 十 rnoc2 
—clpl(|p] + ps) i(p.Z2-E_t)/h 
Em le . (4.58) 
2 一 1p2 
一 (+ p3) 
如 果 取 电子 动量 沿 Z3 轴 方 向 ， 则 Pl = pz 二 0, ps 一 p. 注意 到 


im lp| — ps -0 


pip2—0 D1 一 ip2 ” 


在 狄 拉克 方程 组 (4.40) 的 上 述 四 个 平面 波 解 中 选取 适当 的 标量 因子 
后 ,再 令 Pa, pa ~ 0 取 极限 ， 就 分 别 得 到 


1 
0 
py = 2 Sip 0 E+) 
” im | ， (4.59) 
0 
0 
1 ; 
0 et eB (4.60) 
CD 
Er + moc? 
op 
|E_|+ moc? 
罗 = 0 EC {4.61) 
1 


$= IE | 十 rpoc2 |eitpe-B-t/i (4.62) 
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其 中 罗 * 作 = pzs. 

对 应 十 正 能 量 五 = 吾 | , 狄 拉克 方程 组 (4.40) 有 两 个 线性 无 关 的 
平面 波 解 (4.59) 和 (4.60), 它们 相应 于 电子 的 两 种 自 旋 状 态 : 这 说 明 
对 于 电子 的 每 一 种 白 旋 状 态 ， 有 一 个 波 函 数 . 为 了 进一步 说 明 这 一 事 
实 ， 考察 


P< moc 


的 情况 此 时 ， 对 相应 于 正 能 重 的 解 (4.59) 和 (4.60), Wa 和 wa 均 很 
小 ， 称 为 小 分 基 ， 而 加 和 四 z 称 为 大 分 量 ， 乱 赂 掉 小 分 量 部 分 ， 其 大 
分 量 部 分 为 


( 1 ) sme (4.63) 


( 9 ) Pe (4.64) 


这 正 说 明 ， 电 子 的 自 旋 状 态 只 有 两 个 特征 态 . 

在 我 们 得 到 的 平面 波 解 中 , 除了 相应 于 正 能 量 的 解 之 外 , 还 有 相应 
于 负 能 量 的 解 . 在 经 典 物理 学 的 意义 下 , 自由 粒子 的 负 能 基 是 没有 意义 
的 . 但 在 基 子 力学 中 ,如 果 排除 了 相应 于 负 能 基 的 特征 态 , 特征 函数 系 
就 不 完备 ， 且 由 波 函 数控 特征 函数 系 的 展开 可 知 ， 确 实 存在 向 负 能 基 
态 迁 移 的 概率 . 狄 拉克 认为 负 能 量 态 表示 与 电子 不 同 的 粒子 , 即 正 电 
子 状态 . 在 狄 拉克 提出 这 一 预测 三 年 之 后 , 安 德 孙 (C. D. Anderson) 
于 1932 年 在 实验 中 发 现 了 正 电 子 的 存在 . 


4.5、 猴 拉克 方程 组 的 数学 结构 
在 犹 拉克 方程 组 


By=0 (4.65) 


中 ， 苏 为 复 值 未 知 向 量 函 数 ， 2 的 系数 阵 了 为 实 对 称 正 定 阵 ， 
系数 阵 4j (7 二 1, 2, 3) 均 为 埃 尔 米 特 阵 . 这 种 形式 的 一 阶 偏 签 分 方程 
组 ， 称 为 一 阶 埃 尔 米 特 双 曲 型 偏 微分 方程 组 . 

一 阶 埃 尔 米 特 双 曲 组 的 性 质 与 一 阶 对 称 双 曲 组 几乎 完全 一 样 ， 其 
定 解 问题 的 提 法 也 与 一 阶 对 称 双 曲 组 一 致 ， 这 里 不 再 详 述 . 
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需要 指出 的 是 ， 因 为 狄 拉克 方程 组 是 一 个 一 阶 埃 尔 米 特 双 曲 型 方 
程 组 ， 根 据 一 阶 对 称 双 曲 组 的 性 质 ( 见 第 一 章 85), 其 解 具有 有 限 的 依 
赖 区 域 ， 即 扰动 只 有 有 限 的 传播 速度 ， 这 是 狄 拉克 方程 组 与 非 相 对 论 
情况 的 薛 定 请 方程 的 一 个 重要 区 别 . 此 外 , 根据 狭义 相对 论 的 理论 ( 见 
第 九 章 83), 我 们 还 可 以 断定 ， 对 狄 拉克 方程 组 而 言 ， 其 扰动 传播 速度 
不 能 超过 光速 c. 下 面 我 们 从 数学 上 严格 证 明 这 一 论断 . 

考察 狄 拉克 方程 组 (4.65) 满足 下 述 初始 条 件 


WO0, 1) = H(z) (4.66) 


的 柯 西 问题 ， 设 (10, 20) (如 > 0) 为 四 维 时 空中 任意 给 定 的 一 点 ， 
TY9) 为 过 该 点 的 光 锥 面 


lz 2"|= c(t 


与 初始 平面 + 二 0 所 围 成 的 锥 形 区 域 ( 见 图 6): 


TO) : 反 一 zal<gc(t 一 起 (0Ost< 如 ). (4.67) 


对 任 一 时 刻 7 E [0, 旭 ,以 42, 记 赵 平 面 二 一 7 与 欠 形 区 域 Ttt0) 相 截 
而 得 的 截面 : 


Qwest), t= (4.68) 
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我 们 有 如 下 定理 . 
定理 4.1.。 设 咏 (t, 人 2) 是 多 拉克 方程 组 (和 .65) 满足 初始 条 件 
(4.66) 的 柯 西 问题 的 解 ， 则 成 立 


有 ptlr, mdr 人 pf(0.z)dz (0<Srst)， (4.69) 


其 中 p(t,Y) 由 (4.18) 式 络 出 . 
证 明 ” 记 Q; 为 锥 体 20) 介 于 初始 平面 上 = 0 与 圭一 了 之 间 的 
部 分 ， 而 如 为 其 侧 边 界 ， 即 


Gasc- 直 (0Ostsr)， (4.70) 
Dr: ra2|=c(i-t) (Ogtgr). (4.71) 


在 Q@- 中 积分 守恒 律 方 程 (4.29), 并 利用 格林 公式 ， 我 们 得 到 
hh p(T,E)dr — A pl0, 2)dr 
3 
+ hs (em + 过 ju] dS =0, (4.72) 


中 (no, m,nz, ns) 表示 2 上 的 单位 外 法 线 向 基 ， 利 用 帮 的 方程 
(4.71), 易 知 


(no, may ni2, ni3) 
1 TI1—2 mo 一 允 ra— x 
Vi+e@ \ se ls — ze 2 


再 注意 到 p 和 了 的 定义 (4.18) 和 (4.30), 就 有 


nn 
pno 十 》 jeng 
k=1 


3 
ob” (全 + 和 ma) 地 
5 kl 


用 


ce 3 
=- A (1+ Pad) 办 {4.73) 
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2 一 2 


= = . 4.74 
3) (4.74) 

由 Ar 的 泡 利 - 狄 拉克 表象 (4.39), 有 

3 

3 0 Sakon 
Dardr=| , 和 1 . (4.75) 
$l Dorox 0 
ki 


3 3 
设 入 为 矩阵 》 ak4x 的 特征 值 . 因 》 axAx 为 埃 尔 米 特 隆 ， 入 必 为 


k=1 k=1 
实数 . 此 外 ， 入 必 为 矩阵 
3 2 
3 2 (Bon) 0 
| 
k=1 


3 2 
的 特征 值 ， 从 而 和 ? 也 是 矩阵 (Ba) 的 特征 值 . 但 由 (4.50) 和 
k=} 


3 
(4.51) 式 易 见 ， 》 axok 的 特征 值 为 士 Vo 十 吸 十 3 = 土 1, 因此 


天 一 


3 2 3 
他 oo] 的 特征 值 六 = 1. 这 说 明 矩 阵 》、 atk4x 的 特征 值 A 满 
一 1 


天 一 1 
足 
=1, MeR. (4.76) 
3 
由 (4.76) 式 立即 得 到 ， 矩 阵 了 十 了 apAk 是 半 正定 的 ， 即 成 立 
k=l 
3 
( + 2 oa] W200 Vy. (4.77) 
k=l 


这 样 ， 利 用 (4.73) 式 ， 从 (4.72) 式 即 得 
有 plT, mpjdz 一 人 pf(0,z)dzs0. 
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这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 


由 定理 4.1 立即 可 以 看 出 ， 如 果 初 始 值 (Zz) 在 光 欠 刀 加 ) 的 底 
部 920 中 为 零 , 则 由 其 决定 的 波 函 数 区 ( 坊 了 ) 在 整个 光 锥 8) 内 部 
恒 为 零 . 这 就 说 明 , 对 于 狄 拉克 方程 组 ,扰动 的 传播 速度 不 可 能 超过 光 
速 c. 

作为 一 个 推论 ， 由 定理 4.1 还 可 以 得 到 狄 拉克 方程 组 的 柯 西 问题 
(4.65) 一 (4.66) 的 解 的 唯一 性 . 


4.6. 狭 拉 克 方程 组 的 洛 伦 兹 不 变性 

这 一 段 中 ， 我 们 讨论 狄 拉克 方程 组 在 洛 伦 兹 变换 下 的 不 变性 . 为 
此 ， 首 先 需 要 考察 ， 狄 拉克 流 函 数落 一 〈 护 ， 加 Wa, Ya) 是 否 是 一 个 
闵可夫 斯 基 四 维 时 空中 的 向 量 ， 如 果 不 是 ， 此 波 函 数 在 洛 伦 兹 变换 下 
应 该 如 何 变换 ? 

首先 注意 ，pe 就 是 空间 电荷 密度 , 而 e7 就 是 电流 密度 向 量 , 其 中 
为 电子 的 电量 , 而 p 和 了 分 别 由 (4.18) 和 (4.30) 式 给 出 ， (cpe, e) 
在 电磁 场 理论 中 称 为 四 维 电 流 密度 (参见 第 九 章 $7). 因此 


{70%,7,72,7) = (cp, 11, jo, 13) (4.78) 


是 岗 可 夫 斯 基 下 维 时 空中 的 向 量 ( 见 第 九 章 84), 而 守恒 律 方程 (4.29) 
则 可 写 为 四 维 散 度 的 形式 


am 
3 -0 (4.79) 


其 中 (zzb z2, 23) 一 (ct zly z2, 73)， 而 用 希腊 字母 表示 的 相同 的 
上 、 下 标 意味 着 从 0 到 3 求 和 . 
下 面 只 讨论 正常 的 洛 伦 兹 变换 


F? = agrh, (4.80) 


即 设 在 上 述 变换 中 ， det(a9) = 1, 且 ag > 0. 这 实际 上 排除 了 (关于 
时 间或 空间 的 ) 反射 由 第 九 章 定理 2.1, 任何 一 个 正常 的 洛 伦 兹 变换 
都 可 出 第 九 章 (2.10) 式 给 出 的 特殊 形式 的 洛 伦 兹 变换 与 一 个 空间 的 施 
转变 换 复合 而 成 . 
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首先 考察 由 第 九 章 (2.10) 式 给 出 的 特殊 形式 的 洛 伦 获 变换 ， 它 可 
以 写 为 如 下 形式 


5 


(ch 0)z° 一 (sh 0)z, 


部 一 
El 一 一 (shb)zo 十 (ch 的 7 
六 二 {4.81) 
13 = za， 
其 中 
hb < hb 一 -上 4.82 
"ya: VE (4.82) 


设 在 上 述 洛 伦 兹 变换 下 ， 狄 拉克 波 函 数 切 变换 为 仿 ， 注意 到 
(cp 及, 各, 为) 是 一 个 四 维 向 量 ， 根 据 闵可夫 斯 基 四 维 时 空中 向 量 的 
变化 规律 ( 见 第 九 章 84), 有 

VR = HhOT- (shO)A)y, (4.83) 
Ay w*((ch 0) A ~ (sh OI)Y, (4.84) 
Arad = Azay. {4.85) 
为 了 进一步 讨论 的 需要 ， 给 出 以 下 两 个 引 理 . 
引 理 4.2、 设 方 阵 4 满足 42 一 达 则 


et4 = (chb)7+(shb)4， WenR. (4.86) 
证 明 由 42 = 了 易 得 ,对 任意 自然 数 7 成 立 
Am=I, Amtl-A 
从 而 


ch(04) = S(O +e 4) 一 (hg 


sh(64) = Ble 004) = (eh)A. 


再 注意 到 eg4 = ch(94) + sh(94A), 就 立刻 得 到 引 理 . 
引 理 和 .3。 设 方位 入 和 日 可 对 易 ， 即 AB 二 A, 则 
Be =e4B, YE 了; (4.87) 
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车 和 和 刀 反 对 易 ,， 即 AB 二 一 BA, 则 
Be =~e%B, WeR. (4.88) 
证 明 ”证 明 是 显然 的 ， 从 格 ， 


利用 引 理 4.2, 并 注意 到 4? = 了 变换 式 (4.83) 和 (4.84) 可 以 改 
写 为 


PE = We (4.89) 
PAY = WA yy, (4.90) 
为 了 使 上 述 两 个 关系 式 得 以 满足 ， 取 波 函 数 的 变换 为 
= ely. {4.91) 
由 于 41 为 埃 尔 米 特 阵 ， 显 然 有 
= re-§h, (4.92) 
从 而 (4.89) 式 显 然 成 立 ， 根据 引 理 4.3, 又 有 
er A 一 Aie-8， 
$Ass = Aysest. 


由 此 可 见 ， 对 于 变换 (4.91) 而 言 ， (4.90) 式 和 (4.85) 式 也 成 立 ， 这 
样 ， (4.91) 式 就 是 在 洛 伦 兹 变换 (4.81) 下 波 函 数 的 变换 式 . 

干 面 考察 空间 坐标 系 的 旋转 变换 . 不妨 设 旋转 绕 zs 轴 进 行 ， 相 应 
的 变换 为 
一 20， 
£1 = (cos 和 ZL 十 (sin 内 2Z2， 


22 = —(sin $)z! + (cos $)x2, (4.93) 
23 = 73. 
根据 闵可夫 斯 基 四 维 时 空中 向 基 的 变化 规律 ， 在 上 述 变换 下 ， 有 
PF = py, (4.94) 


VAY = (cos@)A + (sing)A2), (4.95) 
PA = Wsin gd) A + (cost)As)G, (496) 
PA = Ay. (4.97) 
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类 似 于 引 理 4.2 和 4.3, 可 以 证 明 
引 理 和 4.。 设 方 阵 丸 满足 42 一 了 则 


eis4 = (cos 的 上 ifsin 的 4，v6E 有 到. 
引 理 4.5。 设 方 阵 4 和 召 可 对 易 ， 则 
Beis4 ~ ei$4B, vp eR; 
着 及 和 BB 反对 易 ， 则 
Beish =~e tdB, veR. 


马 = ( ca 0 ) (4.98) 


0 os 


其 中 as 为 泡 利 阵 ， 容 易 验 证 
A2 = i A1 Ds. (4.99) 


将 (4.99) 式 代入 (4.95) 和 (4.96) 式 , 注意 到 带 = 了 , 并 利用 引 理 
4.4 可 得 : 变换 式 (4.95) 和 (4.96) 等 价 于 


VAY = WASDy, (4.100) 
VAD = VADae try. {4.101) 


为 使 以 上 两 式 成 立 ， 取 波 画 数 的 变换 为 
T= ed. {4.102) 


显然 有 _ 
P= We (4.103) 
因为 4 与 35 是 反对 易 的 ， 由 引 理 4.5 有 


ei A = 4iei 
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由 此 立即 可 以 看 出 , 对 于 由 (4.102) 式 给 出 的 变换 ， (4.100) 式 成 立 . 
除 上 式 和 外， 由 引 理 4.5 还 有 


i i 时 
Bao fT = ei $5,. 


所 以 《4.101) 式 也 成 立 . 

因为 As 与 38 可 对 易 ， 由 引 理 4.5 还 可 以 得 到 (4.97) 式 . 至 于 
(4.94) 式 的 正确 性 则 是 显然 的 ， 因 此 ， (4.102) 式 就 是 在 洛 伦 兹 变换 
(4.93) 下 波 画 数 的 变换 式 . 

由 (4.91) 和 (4.102) 两 式 可 以 看 出 ， 狄 拉克 波 函 数 的 变换 规律 与 
闵可夫 斯 基 四 维 时 空中 的 向 量 不 同 . 由 前 可 见 ， 向 量 是 用 角 0 或 风 来 
给 出 其 变化 规律 的 ， 还 可 以 说 明 ， 二 阶 张 其 是 用 双 倍 角 28 或 2 来 给 
出 其 变化 规律 的 ,但 狄 拉克 波 函 数 的 变换 是 用 半角 9/2 或 %/2 来 表示 
的 这 种 按 (4.91) 及 (或 ) (4.102) 式 进行 变换 的 量 称 旋 量 或 半 阶 苞 
量 . 


为 了 说 明 狄 拉克 方程 组 (4.22) 在 波 函 数 的 上 述 变 换 下 保持 不 变 ， 
将 它 写 为 如 下 形式 : 


0) 一 ey =0, (4.104) 
其 中 

=-iB)!, y=(-iB)lA: (k=1,2,3). (4.105) 
记 上 述 波 函 数 的 变换 为 


= MW, (4.106) 
将 其 代入 方程 组 (4.104), 就 得 到 
记 ocor- 网 一 DEM YY =0. (4.107) 
再 注意 到 在 洛 伦 兹 变换 (4.80) 下 有 
0 0 
0 0 
Ore “5， 


就 可 将 方程 组 (4.107) 写 为 


ooei0 一 TM Wy =0. 
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用 M 左 乘 上 式 两 端 ， 就 有 


因此 ， 如 果 波 函数 的 变换 (4.106) 使 下 式 成 立 : 
asMy M1 = (8=0,1,2,3), 
狄 拉克 方程 组 就 在 洛 伦 花 变换 下 保持 不 变 . 


(4.108) 


{4.109) 


对 于 由 {4.91) 及 (4.102) 式 给 出 的 波 函数 变换 ， 下 面 分 别 对 条 件 


(4.109) 进行 验证 . 
(1) 对 于 洛 伦 兹 变换 (4.81), 有 

=ch0, ad = -shb， 

=—shg, al=chb, 

=1， B=1, 

而 (a8) 的 其 它 分 量 均 为 零 ， 此 时 条 件 (4.109) 化 为 

M((chO)y — (shO)Y') = YM, 

MU-shb + (hb = YM, 


吧 
四 


MY =YM 
及 

MY = FM, 
其 中 

M =e tA. 


(4.110) 
(4.111) 


(4.112) 


(4.113) 


(4.114) 


这 里 我 们 只 验证 (4.110) 式 的 正确 性 . 其 它 诸 式 的 验证 可 类 似 地 


进行 ， 作 为 练习 留 给 读者 . 
利用 (4.114) 、 (4.105) 及 引 理 4.2, 我 们 有 


M((ch 0)y° — (sh0)y!) = e-$41(- i 3)-te-e4i， 


由 4 与 召 的 反对 易 性 ， 可 得 41 与 B~! 的 反对 易 性 ， 故 利用 引 理 


4.3 有 
万 -leg4: 一 e411 B~1. 
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从 而 
M((ch 0)y° ~ (sh 0)7') 
一 (一 iB)-ieg4ae-e4a 
一 {~1B)-ie- = YM. 
这 就 证 得 了 {4.110) 式 . 
(2) 对 变换 (4.93), 有 


中 = 了 
1 1 
Q = cos@$, a = sing, 
a = 一 sn 内 a2 = cosg, 
3 一 
Q3 = 1， 


而 (a8) 的 其 它 分 量 均 为 零 ， 此 时 条 件 (4.109) 化 为 


MY = YM, {4.115) 
M((cos $)Y' + (sin $)Y°) = YM, {4.116) 
M(~(sin $)y! + (cos 内 2) = MG (4.117) 
及 
MY = FM, (4.118) 
其 中 
M = 6$D. (4.119) 
申 (4.105) 及 (4.99) 式 ， 并 利用 引 理 4.4, 我 们 得 到 
MI((cos $)Y! + (sin BD)Y?) . 


= osm (1B)-i((cosg)Ai + (sing)As) 

= ef2(—1B)-1AetD. 
容易 直接 验证 ， A1 与 2 是 反对 易 的 , 而 昌 与 3 是 可 对 易 的 ， 从 
而 B71 与 区 是 可 对 易 的 ， 于是， 利用 引 理 4.5 有 


i | 
人 is A 一 Ale-i$2s, 
egBB-1 一 -le 有 sz 
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这 样 就 得 到 
M({(cos $)Yy! + (sin 册 172) 
= (~1B)-!e $7 AeitD 
(1B)-!Aie- $e0i$Ls 
= YM. 


这 就 证 明了 (4.116) 式 . 类 似 地 , 可 以 验证 (4.117) 一 (4.118) 及 (4.115) 
诸 式 ， 作 为 练习 留 给 读者 . 


习 题 
1. 设 加 他 z) 和 Wa(t, 人 2) 是 醒 定 读 方 程 
.O08 二 
hr = A + VY 


的 两 个 解 ， 且 它们 连同 其 对 空间 变量 的 一 阶 偏 导 数 在 |z| 一 co 时 以 
足够 快 的 速率 趋向 于 零 ， 而 WV(z) 为 实 值 函 数 ， 证 明 


d -~ 
二 人 Wmalt, wd =0, WiemR. 


2. 设 2 C IR? 为 一 个 有 界 区 域 , 势 场 V(z) 为 定义 在 人 2 中 的 实 
值 函 数 ， 证 明 下 述 初 - 边 人 问题 的 解 的 唯一 性 ， 
, _ 
he = zz + Vo}, t>0,z€n, 


劝 =0，t> 0,z € J 的 边界 080， 
$= oz), t=0,x2€n, 


其 中 Wo(Zz) 为 给 定 的 函数 . 
3. 将 习题 2 中 的 边界 条 件 改 为 
WW 
On 
其 中 Rn 表示 9002 上 的 单位 外 法 线 向 量 . 证 明 相应 的 初 - 边 值 问 题 的 解 ， 
的 唯一 性 . 


0, 1t>0,%€on, 
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4. 证 明 


E(t,z) = OP 
是 薛 定 兽 方程 
Ov _ 0 0 
本 ia 2 


的 基本 解 ， 其 中 a? > 0 为 实数 . 
5. 证 明 从 单个 粒子 的 检定 读 方 程 所 得 出 的 粒子 速度 场 是 无 旋 的 ， 
即 设 


v= I/p, 
其 中 与 了 分 别 由 (2.44) 和 (2.45) 式 定义 ， 则 成 立 


Tot = 0. 


6. 设 能 量 为 忆 > 0 的 粒子 在 如 下 势 阱 中 从 左 入 射 : 


-Wm, rT<0, 
Vz) = {6 " zr>0, 


其 中 0 > 0 为 常数 ， 试 求 其 在 阱 壁 2 = 0 处 的 反射 系数 . 
7. 假设 在 势 场 V(%) 中 运动 的 粒子 的 波 浮 数 切 及 其 对 空间 变革 
的 一 阶 偏 导数 在 |z| 一 co 时 以 足够 快 的 速率 趋向 于 零 . 证 明 其 能 量 


的 平均 什 
(8) = {Waz, 
其 中 
Pi, 
W=— -IVP + Vy 
Tn 
为 能 量 密度 . 
8. 对 习题 7 中 定义 的 能 量 密度 ， 证 明 如 下 的 能 量 守 便 定律 
OW 
到 +div®@ =0, 


其 中 


[yy 
Q=- -人 (人 wy+ 侣 "可 
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为 能量 流 密度 向 量 . 
9. 设 粒子 在 势 场 了 (2) 中 运动 ， 并 以 (2) 和 (p) 分 别 表示 粒子 
的 位 置 和 动 基 的 平均 值 .证 明 


其 中 mm 为 粒子 的 质量 . 
10. 设 粒子 在 光滑 势 场 V(z) 中 运动 . 记 


f = -VV(e), 
(nD = /Epodr 
d(p) 
p, 
de ( 妨 ， 


其 中 《(p) 为 粒子 动 基 的 平均 值 .这 说 明 以 量子 力学 中 的 平均 值 代 替 该 
力学 量 ， 就 得 到 经 典 力学 的 结果 . 

11. 证 明 任何 一 个 2 阶 复 矩 阵 均 可 用 泡 利 矩阵 01, 02, as 及 2 阶 
单位 阵 了 的 复线 性 组 合 表示 . 

12. 设 在 个 利 略 变换 


t=i, 
T= 2 
下 ， 势 场 V(2) 和 波 函 数 区 分 别 按 如 下 规则 变换 ， 
VY(e) = Ve), 


WN) = eim(v pti /hy my 十 如 


证 明 薛 定 韶 方程 在 伽利略 变换 下 保持 不 变 . 

13, 对 于 由 (4.114) 式 给 出 的 波 函 数 变换 , 验证 (4.111) 一 (4.113) 
式 的 正确 性 . 

14. 对 于 由 (4.119) 式 给 出 的 波 函 数 变换 , 验证 (4.117) 一 (4.118) 
及 (4.115) 式 的 正确 性 ， 
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附录 三 ”闵可夫 斯 基 四 维 时 空中 的 张 量 


1. 闵可夫 斯 基 四 维 时 空 与 洛 伦 兹 变换 
定义 1. 在 四 维 实 线性 空间 VV 二 {x 一 (z0,zl,z2,73) € IR4} 
中 定义 如 下 内 积 : 
(=2 rr VeyeV,  () 


则 称 访 线 性 空间 为 较 可 夫 斯 基 四 维 时 空 , 记 为 于 
对 TUE ji 对 ,车 
人 (2 = 0, 2) 
则 称 x 与 Y 正 交 , 车 XE M, 且 (zz) = 士 1) 则 称 工 为 单位 向 量 . 


需要 注意 的 是 ， 这 里 用 以 定义 内 积 (1) 的 二 次 型 并 不 是 正定 的 . 
下 面 一 组 向 基 


1 0 0 0 
eo 一 0 ， Bi 二 0 ， E62 二 9 ) es 一 0 (3) 
0 0 0 1 
显然 可 作为 M 的 一 个 基 ， 丽 且 它 们 满足 
{ea€8) = gap (0,B = 0,1,2,3), (4) 


其 中 


(5) 
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闵可夫 斯 基 四 维 时 空 M4 中 满足 条 件 (4) 的 基 称 为 标准 正 交 基 . 


定义 2. 设 L: JM 一 JM 是 一 个 线性 变换 如 果 在 该 变换 下 ， 
好 中 的 任意 两 个 向 量 的 内 积 保持 不 变 ， 即 成 立 


(Lz, Ly) = (人 人， TY EM, {6) 
则 称 上 为 Mg 中 的 正 交 变换 , 也 称 为 洛 伦 兹 变换 . 


正如 欧 氏 空间 中 的 正 交 变换 在 定义 第 卡 儿 张 景 ( 见 附录 一 ) 时 所 起 
的 作用 那样 ， 洛 伦 兹 变换 在 定义 闵可夫 斯 基 四 维 时 空中 的 张 量 时 ， 起 
着 基本 的 作用 . 

容易 直接 验证 ， 洛 伦 兹 变换 将 MM 中 的 标准 正 交 基 变换 为 标准 正 


交 基 . 
设 {e0, e1,e2,e3} 为 1M 的 一 个 标准 正 交 基 ， 工 为 洛 伦 兹 变换 . 
记 
ea = eu (a=0,.…,3). (7) 
并 记 
2 =aey (a 一 0 ,3)， {8) 


其 中 o 为 实数 ， 而 由 希腊 字母 表示 的 相同 的 上 、 下 标 意 味 着 按 该 指标 
从 0 到 3 来 和 ， 由 于 {eo0,……,e3} 为 加 中 的 标准 正 交 基 , 由 (8) 式 
和 (4) 式 得 

(ec eg)》 = alad(ey,es) 
02a89n6- (9) 
再 注意 到 {e0，… ,的 } 也 是 M 中 的 标准 正 交 基 ， 由 (9) 式 和 (4) 式 
立即 得 到 


Hl 


alas gy = gap. (10) 

记 
A= 1 | {11) 
注意 到 gag 的 定义 (5), 由 (10) 式 不 难看 出 ， 册 (8) 式 给 出 的 线性 变 


换 工 为 洛 伦 兹 变换 的 充 要 条 件 为 其 相应 的 变换 矩阵 4 的 行 向 基 构 成 
MM 的 标准 正 交 基 . 
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不 难 证 明 (作为 习题 ) (10) 式 等 价 地 


oagge8 一 08， (12) 


这 里 9 二 gap. 这 说 明 ， 由 (8) 式 给 出 的 线性 变换 了 为 洛 伦 效 变换 
的 充 要 条 件 亦 为 矩阵 A 的 列 向 基 构 成 M 的 标准 正 交 基 .， (12) 式 又 
可 等 价 地 写 为 如 下 的 抢 阵 形式 : 


1 1 
| -1 | -1 
A 1 A= J ， (13) 
-1 —1 
其 中 A” 表示 4 的 转 簿 . 
由 (13) 式 ， 有 
1 1 
1 -1 3 _1 
4 -1 = 1 A _1 
_1 _1 
a -a -oad -ao 
1 1 1 1 
= 0 mm 0 
| (19 
a 


记 B= 4 的 元 素 为 服 , 就 可 由 (8) 式 得 到 标准 正 交 基 {e0,.……, es} 
用 {66,… ,es} 表示 的 形式 


ea= bes (oa=0,.….,3). (15) 


2. 闵可夫 斯 基 四 维 时 空中 的 张 量 
首先 考察 M 中 的 向 量 在 洛 伦 兹 变换 下 的 变换 情况 ， 


设 {e0,…,e3} 为 M 的 一 个 标准 正 交 基 ， jM 中 任 -向 量 z 均 
可 由 这 组 基 来 线性 表示 : 


T= Ur eo. {16) 
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又 设 工 为 由 (8) 式 给 出 的 洛 伦 艾 变换 ， 且 在 新 的 标准 止 交大 {eh,…， 
的 } 下 ，z 表示 为 


T= Whes. (17) 
将 (15) 式 表示 的 ca 代入 (16) 式 得 
z= Wutes. (18) 
将 它 与 (17) 式 比较 ， 就 得 到 
us = bu (B=0,1,2,3). (19) 


在 欧 氏 空间 中 ， 向 基 分 基 的 变换 公式 与 标准 正 交 基 的 变换 公式 是 
一 致 的 (参见 附录 一 )， 但 对 于 闵可夫 斯 基 四 维 时 空 ， 向 量 分 其 的 变换 
公式 (19) 与 标准 正 交 基 的 变换 公式 (8) 是 不 同 的 ， 基 的 变换 式 (8) 由 
和 矩阵 4 给 出 ， 而 向 其 分 基 的 变换 式 (19) 由 4 的 逆 阵 的 转换 给 出 . 

定义 3. 设 一 个 重 在 阅 可 天 斯 基 四 维 时 空 Rd 的 一 个 标准 正 交 
基 下 ， 由 四 个 实数 (UP) 表示 ， 而 当 经 洛 伦 兹 变换 (8) 变 为 新 的 标准 正 
交 基 时 ， 它 由 四 个 实数 (WU) 表示 .如 果 满 足以 下 关系 


w= Bu (B=0,...,3), (20) 
就 称 (U9) 为 赣 变 向 量 或 一 阶 送 变 张 量 . 
类 似 地 ， 我 们 可 以 定义 二 阶 张 基 ， 


定义 4 设 一 个 重 在 阅 可 夫 斯 基 四 维 时 空 1M 的 一 个 标准 正 交 
基 下 可 由 16 个 实数 (Top) 表示 ; 而 当 经 洛 伦 慈 变换 (8) 变 为 新 的 标 
准 正 交 基 时 ， 它 由 16 个 实数 《(T'%8) 表示 ， 如 果 满足 


T= WT™ (a, =0,..,3), (21) 
就 称 (Tep) 为 二 阶 逆 变 张 量 . 


谷 可 夫 斯 基 时 空中 的 高 阶 道 变 张 基 的 定义 可 类 似 地 给 出 , 不 赞 述 . 

给 定 一 个 向 量 z E M 以 及 MM 中 的 一 个 标准 正 交 基 . 用 (wu*) 即 
用 《16) 式 并 不 是 唯一 地 表示 该 向 量 的 方法 ， 实际 上 ,该 向 量 还 可 用 如 
下 定义 的 分 其 (Ua) 表示 ; 


ua = (zea) (Qa=0,.…,3). (22) 
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和 分 量 (ua) 一 样 , 分 基 (Ua) 与 X 之 间 也 有 一 一 对 应 关系 . 
在 由 洛 伦 兹 变换 (8) 变 到 新 的 标准 正 交 基 {eh} 时 ， 上 述 分 基 变 


为 
一 人 ceo) (aa 一 0 3)， (23) 
将 (8) 式 代入 上 式 ， 即 得 
Wh = {Tey) = uy (0 = 0,1,2,3). (24) 


这 说 明 ， 对 向 量 的 这 种 分 量 ， 在 洛 伦 效 变换 下 的 变换 法 则 与 标准 正 交 
基 的 变换 法 则 《8) 完全 一 样 . 


定义 5。 设 一 个 量 在 阅 可 夫 斯 基 四 维 时 空 M 中 的 一 个 标准 正 
交 基 下 ， 可 由 四 个 实数 (Wa) 表示 ; 而 当 经 洛 伦 花 变 痪 (8) 变 为 新 的 标 
准 正 交 基 时 ， 它 由 四 个 实数 (zz ] 表示 ， 如 果 满足 


WW=a (a=0 3)， (25) 
则 称 (Ua) 为 协 变 向 量 或 一 阶 协 蛮 张 量 ， 二 阶 协 变 张 量 (Zu8) 则 由 如 
下 变 痪 法 则 定义 : 
Tg = osTDys (a,B =0,...,3). (26) 
类 似 地 ， 可 以 定义 二 阶 混合 张 量 (78)， 其 变换 法 则 为 
T'S = arbgT. {27) 


类 似 地 还 可 定义 高 阶 混合 张 量 . 零 阶 张 量 就 是 标量 , 即 该 量 由 一 个 实 
数 表示 ， 且 在 洛 伦 奖 变换 下 ， 该 数 保持 不 变 . 


容易 验证 


一 1 


(Ge = (gup) = (28) 


一 1 
一 1 


既是 二 阶 逆 变 张 量 ， 又 是 二 阶 协 变 张 量 ， 它 在 一 切 誉 标 系 下 的 形式 均 
保持 不 变 . 这 里 及 以 后 , 为 了 叙述 方便 起 见 ， 对 于 不 同 的 标准 正 交 基 ， 
简单 地 说 在 不 同 的 坐标 系 下 . 
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3. 张 量 的 计算 
张 基 的 线性 运算 是 不 说 自明 的 , 下 面 着 重 说 明 张 量 的 乘积 和 缩 并 . 
1) 张 量 的 莱 积 


我 们 仅 以 下 面 的 情况 为 例 于 以 说 明 ， 设 (ua) 为 一 阶 道 变 张 基 ， 
(73) 为 二 阶 混合 张 量 , 则 它们 的 张 量 积 (u*73) 为 一 阶 混合 张 基 (397 )， 
即 一 个 二 阶 道 变 、 一 阶 协 变 的 混合 张 直 ， 事 实 上 ， 在 新 坐标 系 下 

SH = weT = wag TY 
= MagySY. 

2) 张 量 的 缩 并 

对 一 个 混合 张 量 的 分 量 ， 令 其 一 对 上 、 下 指标 相等 ， 并 对 该 指标 
从 0 到 3 求 和 ,相应 的 运算 称 为 张 量 的 缩 并 . 一 个 张 量 缩 并 后 仍 为 张 
基 ， 但 其 阶 数 较 原 张 直 低 二 阶 . 例如 ， 设 (S35) 为 三 阶 混合 张 基 ， 则 
Ur 二 (599) 为 一 阶 道 变 张 基 ， 事实 上 ， 在 新 坐标 系 下 

Ww = 8% = Wag SY%. (29) 


因为 召 为 4 的 道 阵 ， 所 以 


这 样 ， (29) 式 可 以 写 为 
We = SO = bw, 
这 就 说 明 (382) 为 一 阶 道 变 张 量 . 
例 1。 设 (wu?) 与 (wg) 分 别 为 一 阶 道 变 张 基 和 一 阶 协 变 张 其 ， 
则 (weaou) 为 标量 ， 实 际 上 (tcaba) 是 两 个 张 量 相 乘 得 到 的 二 阶 混合 
张 量 (urawa) 再 进行 缩 并 运算 的 结果 . 


例 2， 设 (Tag) 为 二 阶 协 变 张 量 ， (ur) 为 一 阶 逆 变 张 量 ， 则 
(Tapu6) 为 一 阶 协 变 张 其 . 


例 3， 设 (u?) 为 一 阶 道 变 张 量 ， 因 为 (gg) 为 二 阶 协 变 张 阁 ， 


(ea) = (gap 人) 
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为 一 阶 协 变 张 基 . ua 称 为 一 阶 道 变 张 基 (4e) 的 协 变 分 量 ， 反 过 来 还 
有 


ae = ge8up， 


实际 上 , 由 gup 与 gc4 的 定义 (28) 容易 看 出 ,向量 的 道 变 分 量 we 与 
协 变 分 量 ze 之 间 存 在 如 下 的 简单 关系 ， 


2 一 如， = = = 一 民 . (30) 


4. 张 量 的 协 变 导 数 
设 一 张 基 的 分 基 在 一 个 坐标 系 下 是 点 的 坐标 (2°) 的 函数 , 现 考察 
该 张 基 关 于 (Z°) 的 导数 ， 以 二 阶 逆 变 张 量 (Te4) 为 例 予 以 说 明 ， 记 


OT°6 
7 二 页， GD1) 


则 (S36) 为 三 阶 混合 张 量 ， 这 就 是 说 ， 将 张 量 的 分 景 关于 (ze) 求 一 
次 梯度 ， 张 其 就 增加 一 个 协 变 指 标 ， 阶 数 也 增加 一 阶 . 事实 上 , 在 新 的 
坐标 系 下 


Bag 

Or 

dri 0 ，。 

= ger (WT™) 
OT 

= nipe, 

= 

一 adbRbs SH”. (32) 


‘a8 一 
S78 一 


这 里 我 们 利用 了 

15 = Qh (33) 
它 容易 由 (19) 式 得 到 . (32) 式 说 明 (595) 为 一 阶 协 变 、 二 阶 道 变 的 
三 阶 混合 张 基 . 
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